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mo hk wi AR 


现代 自然 科学 和 技术 的 发 展 , 正 在 改变 着 传统 的 学 科 划 分 和 
科学 研究 的 方法 .“ 数 、 理 .化 .天 、 地 、 生 ”这 些 曾 经 以 纵向 发 展 为 
主 的 基础 学 科 , 与 日 新 月 异 的 新 技术 相 结 合 ,使 用 数值 .解析 和 图 
形 并 举 的 计算 机 方法 ,推出 了 横 跨 多 种 学 科 门 类 的 新 兴 领 域 ， 这 
种 发 展 的 一 个 重要 特征 ,可 以 概括 为 “ 非 ? 字 当头 , 即 出 现 了 以 “ 非 ? 
字 起 首 而 命名 的 一 系列 新 方向 和 新 领域 . 其 中 , 非 线性 科学 点 有 
极其 重要 的 位 置 . 这 决 非 人 们 “想入非非 ”, 而 是 反映 了 人 类 对 目 
然 界 认识 过 程 的 螺旋 式 上 升 . 

曾几何时 , 非 线 性 还 被 人 们 当 作 个 性 极 强 , 无 从 逾越 的 难题 ， 
每 一 个 具体 问题 似乎 都 要 求 发 明 特殊 的 算法 ,运用 新 颖 的 技巧 ， 
诚然 ,力学 和 数学 旱 就 知道 一 批 可 以 精确 求解 的 非 线性 方程 ,物理 
学 也 曾经 严格 地 解决 过 少数 非 平 庸 的 模型 . 不 过 ,这 些 都 曾 是 稀 
如 凤 毛 鳞 角 的 “手工 艺 ” 珍 品 , 人 们 还 没有 悟 出 它们 的 普遍 启示 ,也 
没有 看 到 它们 之 间 的 内 在 联系 . 

20 世纪 60 年 代 中 期 ,事情 从 非 线 性 现象 的 两 个 极端 同时 发 
生变 化 . 一 方面 ,描述 浅水 波 运动 的 一 个 偏 微分 方程 的 数值 计算 ， 
揭示 了 方程 的 解 具有 出 奇 的 稳定 和 保守 和 性质 ， 这 局 发 人 们 找到 了 
求解 一 大 类 非 线 性 偏 微 分 方程 的 普遍 途径 , 即 所 谓 “ 反 散射 "方法 . 
反 散 射 方法 大 为 扩展 了 哈密 顿 力 学 中 原 有 的 可 积 性 概念 ,反映 了 
这 类 方程 内 材 的 对 称 和 保守 性 质 . 到 了 80 年 代 , 反 散射 方法 推广 
到 量子 问题 ,发 现 了 可 积 问 题 与 统计 物理 中 严格 可 解 模型 的 联系 . 


60 年 代 初 期 还 证 明了 关于 能 不 可 积 保守 系统 普遍 性 质 的 长 AM E 
理 . 于 是 , 非 线 性 问题 的 可 积 的 极端 便 清楚 勾 划 出 来 ,成 为 一 个 广 
泛 的 研究 领域 . 虽然 这 里 的 大 多 数 进展 还 只 限于 时 空 维 数 较 低 的 
系统 ,但 它 对 非 线性 科学 发 展 的 促进 作用 是 不 可 估量 的 . 

为 一 方面 ,在 “不 可 积 ” 的 极端 ,对 KAM 定理 条 件 的 “反面 文 
章 ”, 揭 示 了 保守 力学 系统 中 随机 性 运动 的 普遍 性 ,而 在 耗 散 系统 
中 则 发 现 了 一 批 育 怪 吸引 子 和 混沌 运动 的 实例 . 这 些 研究 迅速 地 
融 成 一 片 , 一 些 早 年 被 认为 是 病态 的 特例 也 在 新 的 观点 下 重新 认 
识 . 原来 不 含有 任何 外 来 随机 因素 的 完全 确定 论 的 数学 模型 或 物 
理 系统 ,其 长 时 间 行 为 可 能 对 初 值 的 细微 变化 十 分 敏感 ， 同 投 邱 般 
子 一 样 地 随机 和 不 可 预测 ， 然 而 ,混沌 不 是 无 序 , 它 可 能 包含 着 丰 
富 的 内 部 结构 . 

同时 ,由 于 计算 科学 特别 是 图 形 技术 的 长 足 进 步 ,人 们 得 以 理 
解 和 模拟 出 许多 过 去 无 从 下 手 研究 的 复杂 现象 ， 从 随机 与 结构 共 
存 的 洲 流 图 象 ,到 自然 界 中 各 种 图 样 花纹 的 选择 与 生长 ,以 及 生物 
形态 的 发 生 过 程 ,都 开始 展现 出 其 内 在 的 规律 . 如果 说 ,混沌 现象 
主要 是 非 线性 系统 的 时 间 演 化 行为 , 则 这 些 复 杂 系 统 要 研究 的 是 
非 线性 地 耦合 到 一 起 的 大 量 单元 或 子 系 统 的 空间 组 织 或 时 空 过 
程 ， 标 度 变 换 下 的 不 变性 、 分 形 几 何 学 和 重 正 化 群 技术 在 这 里 起 
着 重要 作用 . 

在 由 上 述 种 种 方面 汇 成 的 非 线 性 科学 洪流 中 ,许多 非 线 性 数 
学 中 早已 成 熟 的 概念 和 方法 开始 向 其 他 学科 扩散 ,同时 也 提出 了 
新 的 深刻 的 数学 问题 . 物理 学 中 关于 对 称 和 守恒 ,对 称 破 铁 , 相 变 
和 重 正 化 群 的 思想 ,也 在 日 益 增 多 的 新 领域 中 找到 应 用 .“ 非 线 
性 ”一 词 曾经 是 数学 中 用 以 区 别 于 “线性 ”问题 的 术语 , 非 线性 科学 
正在 成 为 跨 学 科 的 研究 前 沿 . 各 门 传统 学 科 中 都 有 自己 的 非 线性 
篇 章 , 非 线性 科学 却 不 是 这 些 篇 章 的 总 和 . 非 线性 科学 揭示 各 种 
非 线 性 现象 的 共性 ,发 展 处 理 它们 的 普 适 方法 . 

这 样 迅猛 发 展 的 跨 学 科 领 域 ,很 难 设想 用 少数 专著 加 以 概括 ， 


何况 学 科 发 展 的 不 少 方面 还 未 成 熟 到 足以 总 结 成 书 的 地 步 ， 于 
是 ,有 了 动员 在 前 沿 工作 的 教学 和 研究 人 员 , 以 集体 力量 抄写 一 套 
“ 非 线性 科学 丛书” 的 想法 . 在 上 海 科 技 教 育 出 版 社 的 大 力 文 持 
下 ,这 一 计划 得 以 付 诸 实 现 . 

这 套 “ 非 线性 科学 丛书 ”不 是 高 级 科普 ,也 不 是 大 块 专著 . Y 
将 致力 于 反映 非 线性 科学 各 个 方面 的 基本 内 容 和 最 新 进展 ,帮助 
大 学 高 年 级 学 生 、 研 究 生 .博士 后 人 员 和 青年 教师 迅速 进入 这 一 跨 
学 科 的 新 领域 ,同时 为 传统 自然 科学 和 工程 技术 领域 中 的 研究 和 
教学 人 员 更 新 知识 提供 自学 教材 FRESHER EBA 
书 刻 划 ,每 册 努 力 讲 清 一 个 主题 ,一 个 侧面 ,而 不 求 面 面 俱 到 , 以免 
k RZ. 在 写作 风格 上 ,作者 们 将 努力 深入 浅 出 ,图 文 并 茂 , 文 
献 丰 富 ;力求 有 实质 内 容 , 无 空洞 议论 ,以 真 刀 真 枪 脚 路 实地 武 效 
读者 .从 读者 方面 ,自然 要 求 具备 理工 科大 学 本 科 的 数学 基础 ,和 
读书 时 自己 主动 思索 与 推导 的 习惯 . 

“ 非 线性 科学 丛书 ”的 成 功 ,取决 于 读者 和 作者 的 支持 ， 我 们 
衷心 欢迎 批评 和 建议 . 


aS 柏林 
1992 年 4 月 30 日 于 北京 中 关 村 
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Abstract 


This book is one of the advanced series in nonlinear science. 
Chios, fractals and solitons are basic branches of the nonlinear sci- 
ence. This book contains the main results of theory of solitons, 
namely, the method of inverse scattering transform for some basic 
nonlinear evolution equations, theory of Hamiltonian system and 
basic perturbation theory. as well as theory of dark solitons. This 
book is not a popular one, but one providing systematic basic theo- 


ries and references for real researches. 


非 线性 科学 丛书 出 版 说 明 

LB KdV 方程 1 
$1 KdV 方程 和 它 的 拉克 斯 对 1 
§2 正 散 射 问题 ccc ener 3 
43 约 斯 特 解 的 解析 性 8 
§4 afk) HÆR cee 9 
§5 萨 险 诺 夫 - 沙巴 特 反 散 射 方程 oooooovenon 13 
$6 ”马尔 钦 柯 反 散射 方程 ccc ee 16 
87 与 时 间 的 相依 关系 Ce ee eee eee et ee eee ete eee 19 
$8 1- 孤子 解 ccc eee es 1 
69 无 反射 情况 与 多 孤子 解 tee 24 
§10 2 孤子 解 26 
$11 N- 孤子 解 的 渐 近 行为 ccc 29 
$12 无 穷 多 个 守恒 律 cee 32 

第 2 章 NLS 方程 36 
§13 NLS APM EAM cc 36 
$14 正 散 射 问题 ccc eres beens 39 
§15 约 斯 特 解 的 解析 性 a ++ 4Q 
§16 约 斯 特 解 的 渐 近 行为 和 (A) HERR oovoos 49 
$17 ERREK- 沙巴 特 反 散 射 方程 occ 59 
§19 1- 孤子 解 ccc eee eee eee eee eae 58 
§ 20 ER SHA a re 61 
$21 N- 孤子 解 的 显 式 ccc erent eee 65 
§22 2 PLM oc eee 65 


§ 23 
§ 24 
§ 25 


第 3 章 


§ 26 
§ 27 
§ 28 
§ 29 
§ 30 
§ 31 
§ 32 
§ 33 
§ 34 
§ 35 


第 4 章 


§ 36 
§37 
§ 38 
§ 39 
§ 40 
§ 41 
§ 42 


第 5 章 


§ 43 
§ 44 
§ 45 
§ 46 
§ 47 
$ 48 


N- 孤子 解 的 渐 近 行为 cc 67 
孤子 解 的 验证 ccc 70 
NLS 方程 的 无 穷 多 个 守恒 量 ct 75 
MKdV 方程 SG AHA LL 方程 oee 79 
MKdV 方程 ooeeeeeeoenerrerenererereruntn t 79 
MKdV 方程 的 孤子 解 coco 81 
MKdV 方程 的 呼吸 子 解 ccc 83 
MKdV 方程 的 特殊 计算 手续 coco 86 
SG 方程 ccc eee ees 90 
SG 方程 的 孤子 解 和 呼吸 子 解 O oeenn enn 91 
自 旋 链 的 LL WP ccc 92 
规范 变换 o 95 
L 方程 的 1 孤子 解 ce 98 
多 孤子 解 的 求法 cc ee et 99 
WA BIRR Ecce +104 
马尔 钦 柯 方程 re 104 
约 斯 特 解 的 完备 性 te 107 
对 u(x) 的 变 分 本 113 
基本 的 泊 松 括号 (连续 谱 情 况 ) onn 117 
基本 的 泊 松 括号 (分 离谱 情况 ) o ononon 123 
哈密 顿 形式 本 126 
作用 变量 积 角 变量 本 128 
NLS+ 方程 132 
NLS+ 方程 和 它 的 拉克 斯 对 和 132 
约 斯 特 解 的 简单 性 质 ccccccccctccrcctene 137 
约 化 变换 和 渐 近 行为 ce 141 
萨 险 诺 夫 - 沙巴 特 反 散 射 方程 ooun 146 
散射 数据 随时 间 的 演化 149 
暗 的 1- 孤子 解 ooo el 151 


§ 49 暗 的 N- 孤子 解 Se ete we tet eee eee ete eee eens 154 
§50 HER) N- 孤子 解 的 渐 行 为 158 
§ 51 马尔 钦 柯 方程 ce eee ee eee wee eee ees 161 
. $52 约 斯 特 解 的 正 交手 164 ` 
853 完备 性 的 证 明 cocoons 167 
§54 基本 的 泊 松 括号 (连续 谱 情况 ) e 169 
855 基本 的 泊 松 括号 (分 立 谱 情 况 ) eee 174 
§56 守恒 量 ccc eee eee eee 178 
157 哈密 顿 公式 和 角 变量 及 作用 变量 ……………… 180 
§58 常数 相 的 伴 床 ccc eters 183 
第 6 ¥ 微 扰 理 论 es 186 
659 GEER NLS 方程 ccc eee 186 
860 ”以 反 散射 变换 为 基础 的 微 护 方 法 ……………… 189 
§61 An 随时 间 的 演化 et 193 
§ 62 b(t) 随时 间 的 演化 ooer eerertr 195 
§63 ”守恒 律 的 微 扰 修正 cco 198 
§ 64 绝热 近似 解 et 200 
§65 谱 人 参数 的 缓慢 变化 coos 204 
§ 66 绝热 解 的 修正 ts 208 
67 孤子 形状 的 改变 211 
§68 阻尼 效应 915 
§69 SEED KdV WR ccc 217 
§70 kn Fil bn (t) 随时 间 的 演化 290 
871 守恒 律 的 微 扰 修 正 ccc 229 
§72 KdV 方程 的 绝热 近似 解 coco 294 
§73 KdV 方程 的 连续 谱 的 修正 coco 229 
附录 A 关于 紧 致 台 集 的 假设 oe 934 l 
科学 家 中 外 译名 对 照 表 eee eee ee ee eee ee Ee ee ee eee 235 
参考 文献 Leese er eee eee tence teenies 236 


Contents 


Chapter 1 KdV Equation bee ee wees re RRREREREEERE TEREE 1 
§1 The KdV Equation and its Lax Pair occ 1 
§2 Direct Scattering Problems cccccccc ttt 3 
83 Analyticity of the Jost Solutions *'*'’'’"'*tCc tt 8 
§4 Expression of a(k) et 9 
85 Zakharov-Shabat Equation of inverse Scattering ttt t 13 
86 Marchenko Equation of Inverse Scattering ****°**** °° *' 16 
§7 Time Dependences 站 19 
88 l-soliton Solution’ ccc ct 21 
89 Reflectionless and Multi-soliton Solutions '***'*'''"**" 24 
8 10 2-soliton Solution’ ccccc eT 26 
§11 Asymptotic Behaviors of the N- soliton Solution’: t’: 29 
§12 Infinite Conservation Lows ot 32 

Chapter » NLS Equation 36 
§13 NLS Equation and its Lax Pair "ott 36 
§14 Direct Scattering Problem ‘*'''****: i 39 
§15 Analyticity of the Jost Solutions tittet 77 tt 43 
§16 Asymptotic Behaviors of the Jost Solutions and 

Expression of af 和》 ) See ee eee eee eee eee ete ete 45 
§17 Zakharov-Shabat Equation of Inverse Scattering “****. 49 
§18 Time Dependences of Scattering Date 70 52 
§ 19 1-soliton Solution er ar a ee ee ee 54 
§ 20 Reflectionless Pe ee a eS 58 
§21 Explicit Expression of the N- soliton Solution …… >": 61 
§ 22 9-soliton Solution’ scoot 65 
§23 Asymptotic Behaviors of the N- soliton Solution’: ’*’ 67 
§24 Verification of the Soliton Solutions "**'****** ett 70 
§25 Infinite Conservation Lows for the NLS Equation ……75 

Chapter3 MKdV Equation,SG Equation and L-L Equation … 79 
8 26 MKdV Equation sr 79 
§27 Soliton Solutions of the MKdV Equation *''***"""""" 81 
§28 Breather Solution of the MKdV Equation’ :****"""***’ 83 
§29 <A Special Procedure of Calculation for the MKdV 

Equation Pr ee ee ee ee 86 
§ 30 SG Equation ae ree eae a RERRRRREE EREEREER wines 90 


§31 Soliton and Breather Solutions of the SG Equation …… 91 
§32 L-L Equation for a Spin Chain sc ccct tt 92 
§ 33 Gauge Transformation’: (cco coc 95 
§34 1-soliton Solution of the L-L Equation rrrrnee esse sees 98 
§35 Procedure of Calculation for Multi-soliton solutions 
ed 99 
Chapter 4 Hamiltonian System c"oUCTT TT 104 
§ 36 Maraleenko Equation ee 104 
§37 Completeness of the Jost Solutions st 107 
§ 38 Variation with u(x) wee ee eee re a ar rar --113 
§39 Besic Poisson Brackets(Continuous Spectrum) *** °°: 117 
§40 Besic Poisson Brackets(Descrete Spectrum) ttet! 123 
§41 Hamiltonian Formalism re ee 126 
§ 42 Action-Angle Variables Pe ee ee tosa werarsrcerde 128 
Chapter 5 NLSt Equation ee a ea 133 
§43 NLS* Equation and its Lax Pair tcc 133 
§44 Simple Properties of the Jost Solutions ttt 137 
§45 Reduction Transformation and Asymptotic Beha- 
Wi 141 
$46 Zakharov-Shabat Equation of Inverse Scattering“………146 
§47 Time Dependences of Scattering Date 149 
$ 48 Dark 1-soliton Solution a 151 
§49 Dark N-soliton Solution’ *"**t ssc 154 
§50 Asymptotic Behaviors of the Dark N- soliton Solu- 
io 158 
§ 51 Marchenko Equation rr re ea os 161 
§52 Orthogonality of the Jost solutions "°°" """ 164 
853 Demanstration of Completeness "77 167 
§54 Besic Poisson Brackets(Continuous Spectrum) ttt 169 
855 Besic Poisson Brackets(Descrete Spectrum) 和 174 
§ 56 Conserved Quantities rrr re 178 
§ 57 Hamiltonian Formalism and Action-Angle Variables 
ot, 180 
§58 A Paradox of Constant Phasen "css cccc tt 183 
Chapter 6 Perturbation Theory CUTTS 186 
§59 NLS Equation with Corrections ~ 186 
§60 <A Perturbation Theory Based upon the Inverse Scat- 
tering Transform se 189 


vi 


§61 Time Dependence of Ap TCC 193 
§62 Time Dependence of bn, (tf) coc 195 
§63 Perturbation Corrections of the Conservation Lows 
es 198 
§64 Adiabatic Approximate Solutions "s**t 200 
§65 Slow Variations of the Spectral Parameters: tt tette 204 
866 Corrections of the Adiabatic Solutions ********:****: 208 
§67 Deformation of Shape of the Soliton Solution ttt: 211 
$ 68 Damping 215 
§69 The KdV Equation with Corrections 和 217 
§70 Time dependences of kn and bn(t) tetett 220 
§71 Perturbation Corrections of the Conservation Lows 
sr e099 
§72 Adiabatic Appriximate Solutions for the KdV Equa- 
tion Ce ta 994 
§73 Corrections of the Continuous Spectrum for the 
KdV Equation a 229 
Appendix A | Asumption on Compact Support ttit 233 
References Ce ee te 236 
Afterword a 937 


第 1 章 


KdV Ý 程 


KdV 方程 (Korteweg-de Vries 方程 ) 是 一 个 典型 的 非 线性 演化 
方程 , 它 是 由 描述 浅水 波 而 导出 的 . 在 60 年 代 , 求解 非 线 性 方程 
HREH, EHEER IR (C.S.Gardner), 格林 (J.M.Greene), 
克 鲁 斯 卡 (M.D.Kruskal) #1 2H) (R.M.Miura) 在 求解 KdV 方程 时 
创立 的 . 本 章 通过 KdV 方程 的 求解 ， 介 绍 反 散射 方法 . 


8 1 KdV 方程 和 它 的 拉克 斯 对 


KdV 方程 是 
uz 一 Guu, + Uzra = 0, (1.1) 


这 里 u 是 实 的 . 它 在 零 边 值 条 件 
u — 0 4 |2| 一 co 时 (1.2) 


下 的 求解 ， 首 先是 用 反 散 射 方法 才 系 统 地 解决 的 并且， 显 式 地 
得 到 一 种 特殊 形式 的 解 ， 所 谓 孤 子 解 . 这 一 解法 的 要 点 ， 按 照 拉 
克 斯 (P.D.Lax) 的 分 析 ， 首 先是 引入 一 对 线性 方程 ， 


A 


£4(z,t, E) = ES(z,t, E) (1.3) 


各 
8, B(x,t, E) = ME(z,t, E), (1.4) 


这 里 (13) 中 的 之 是 一 个 线性 算 子 ， 已 是 它 的 本 征 值 ， 8(z, 已 媚 ) 
是 相应 的 本 征 函 数 . (14) 中 的 M 是 另 一 个 线性 算 子 ， 这 一 方 


程 描写 本 征 函 数 (xt, E) NMR. 今后， 我 们 往往 略 去 
t, AAS RRA z. 
如 果 这 一 对 方程 是 相 容 的 ， 且 E 独立 于 t, Bb 


Er = 0, (1.5) 

则 有 
L,+(£,M] =0, (1.6) 

式 中 
[L,M] = LM ~ ML. (1.7) 


一 般 说 来 ， (1.6) 是 一 个 算 子 方程 . 但是， 如果 对 算 子 的 形式 作 
RERE, TE [LM 成 为 只 会 z HADAT u MEX z 
的 微 商 ， 现 在 选取 


a 02 
L= 一 到 3 十 west) (1.8) 
和 
M = -42 + ou N3 (x,t) (1.9) 
Oz3 /Br | ONAN | 


则 (1.6) 就 等 价 于 KdV 方程 (1.1). 所 以 ， 如 果 ule, t) 是 KdV 方程 
的 解 ， (1.6) 就 成 立 ， 于 是 ， (1.5) 成 立 ， 吾 独立 于 t. 

这 时 ， 我 们 把 方程 (1.3) 改写 为 

d2 
{iat E-uto)| (z, E)= 0, (1.10) 

这 里 我 们 略 去 了 t, 把 偏 微 商 写成 了 微 商 ， 方程 (1.10) 正好 是 一 
HERE EVE (E.Schrédinger) 方程 ， REE. u(x,t) 是 位 . RATE 
意 ， 由 于 位 依赖 于 t, 本 征 值 一 般 也 依赖 于 t, 但 当 w(zx,t) 是 KdV 
方程 的 解 时 ， 以 上 已 经 得 到 Fy F t. 

对 于 方程 (1.10), 通常 是 给 定位 u, 在 一 定 边界 条 件 下 来 求 本 
征 值 五 MEERA O(c, E) 可 是 ， 在 本 世纪 50 年 代 ， 在 处 理 
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核 物理 问题 时 ， 却 产生 了 从 解 O(a, E) R ulz t) RAB. 当 
时 认为 核 力 可 以 用 量子 力学 中 的 位 来 描写 , 可 是 只 知道 它 的 一 些 
一 般 的 和 性质， 具体 的 形式 不 知道 , 但 是 ， 实 验 上 可 以 定 出 ， 至 少 
原则 上 可 以 定 出 ， 能 级 和 散射 相 移 等 等 ， 即 本 征 值 和 渐 近 的 波 函 
数 . 于 是 识 产 生 了 反问 题 . 可 是 ， 这 一 问题 太 困难 . 自然 在 数学 
上 首先 讨论 了 一 种 最 简单 的 情况 ， 一 维 薛 定 廖 方程 . 这 时 得 到 许 
多 有 价值 的 结果 . 但 是 ， 这 些 结果 仍 与 核 物 理 的 实际 要 求 相距 太 
远 ， 并 未 能 用 来 解决 核 力 的 问题 . 意料 不 到 的 是 ， 若 干 年 后 ， 在 
KdV 方程 的 反 散 射 方法 求解 上 上 却 起 了 十 分 重要 的 作用 . 

方程 (1.8) 和 (1.9) 称 为 KdV 方程 的 拉克 斯 对 ,以 (1.8) 和 
(1.9) 代入 后 的 (1.3) 和 (1.4) 称 为 KdV 方程 的 拉克 其 方程 


8 2 FERAHA 


假定 u(z) 满足 下 列 条 件 : 
(1) u(r) 是 实 的 ， 连 续 可 微 的 ; 
(2) 3 |zj 二 œ 时 ， wz) 赵 于 0, 且 按 照 更 严格 的 说 法 ， 有 


T ju(æ)|(1 + [eld < 00. (2.1) 


HFLEBGHRAT, ERK. F< 0 相应 于 非 简 并 
的 分 离谱 与 平方 可 积 的 本 征 函 数 ， 即 束缚 态 . E> 0 相应 于 二 
重 简 并 的 连续 谱 与 非 平 方 可 积 的 (ZEB (L.Schwartz) 意义 下 
平方 可 积 的 ) 本 征 函 数 ， 即 散射 态 . 分 离谱 的 项 可 有 无 穷 多 个 ， 
这 时 在 = 0 的 邻 域内 有 无 穷 多 个 分 离 的 本 征 值 。、 当 jer) 随 
z| > oo 而 缓慢 地 趋 于 0 对， 如 一 维 库仑 位 ule) xz”! 时 ， 就 出 
现 这 种 情况 . 可 以 证 明 ， 以 上 条 件 (2.1) 保证 了 (1.10) 的 分 离谱 
只 含有 限 项 . 


我 们 引入 变量 让， 
E=k. (2.2) 


x, 4E>OM, & AE (或 负 ) 实数 ， 相 应 于 往 右 ( 往 左 ) 的 
散射 态 ， 当 妃 < 0 时 ， 上 为 纯 虚 数 ， 且 是 分 离 的 ， 以 下 标 n 编 
号 ， ky = inm 二 1,2,.…, N, 相应 于 束缚 态 ， 现 在 采用 如 下 方式 
来 讨论 . 从 实 的 的 散射 态 出 发 ， 利 用 的 函数 的 解析 延 拓 ， 得 
到 纯 虚 的 & A eR. BAR BRAS. 

将 方程 (1.10) 改写 为 


{- +utey} seh) =K fa) (2.3) 


这 里 我 们 用 f(z,k) 代替 (1.10) 中 的 S(x, E). 当 u(x) 满足 边界 条 
件 (1.2) 时 ， 上 式 的 渐 近 解 ， 即 当 lz| 一 ce 时 的 解 ， 是 


eikz 或 e tke, (2.4) 
利用 渐 近 解 (2.4) 定义 方程 (2.3) 的 解 : 


olz, k) > ete, 当 z> -co 时 ， 


ple, k) > e, 4 z 一 oo 时. 
这 样 ， 得 到 下 列 积分 方程 ， 


olz, k) =e *** + | 


一 Do 


zik(z-Y) _ e~ik(z-y) 


i2k u(y)o(ysk) dy. (2:6) 


这 一 式 可 以 出 变动 参数 法 得 出 ， naw (2.6) 满足 边界 条 
件 (2.5) 和 方程 (2.3). 
我 们 再 定义 (2.3) 的 解 : 
d(x, k) > ett? A zx 一 一 co H}, 
(a, k) — eT ik 当 z 一 co 时 . 


类 似 于 (2.6), 可 得 


x etk(z—y) _ p` tikl(æ—y 


- , ) ~ 
bek =e ey dy (28) 


以 上 由 边 值 条 件 定义 的 (a, k), ylz, k), (z, k) A plz, k) 称 为 方 
程 (2.3) 的 约 斯 特 (Jost) 解 . 由 于 olz, k) 和 óle, k) 的 渐 近 行为 
不 同 ， 所 以 它们 是 方程 (1.8) HAF È 的 本 征 值 妇 的 两 个 独立 
R. BÆ, f(x, k) A plr, k) 也 是 两 个 独立 解 ， 由 于 也 是 二 阶 微 
商 的 ， 方 程 (2.3) 只 有 两 个 独立 解 ， 所 以 ， 以 上 两 组 独立 解 彼此 
可 以 表 为 线性 组 合 ， 例 如 ， 


$(x,k) = a(k) h(x, k) + b(k)y(z, k), (2.9) 
这 里 afk) 和 bk) 不 依赖 于 zx. 
将 上 式 改 写 为 
a(k) g(x, k) = h(x, k) + r(k)b(x, k), (2.10) 
式 中 
r(k) = 5 (2.11) 


由 (2.10) 可 以 得 到 : 4240, Aimi ec + r(ke**, 4 
z 一 一 00 if, 左 端 趋 于 a(k) te. 这 可 解释 如 下 : 左 行 波 ei*? 
从 右 方 入 射 ， 经 过 位 u(x) 的 作用 ， 一 部 分 a(k) te? 透射 到 左 
方 ， 为 透射 波 ， 另 一 部 分 r(k)e'**? 被 反射 回 右 方 ， 为 反射 波 . 从 
量子 力学 已 知 ， 反 射 系数 与 透射 系数 之 和 为 1. 以 透射 振幅 t(k) 
和 反射 振幅 r(k) 表示 ， 即 


[RP + | r(k)? = 1, (2.12) 


式 中 
t(k) = a(k)7?. (2.13) 
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(2.12) 也 就 是 
ja(k)|? — |b(k)|? = 1. (2.14) 
所 以 la(k)| > 1 A | r(k)| < 1. 

对 于 二 阶 微分 方程 (2.3), 引入 RATER. Wronski) fF UX. 设 
f(z,k) 和 gle, k) 是 这 一 个 二 阶 微分 方程 的 解 ， 定 义 它 们 的 BAM 
基 行 列 式 为 

f(z,k) g(x, k) 
W k), g(z,k)| = de 
[f(e ),9(2,)] = det ( fo(z,k) galz, k) ) 
= f(x,k)gz(z, k) — f(r, k)g(z, k). (2.15) 
由 此 可 见 ， 它 是 否 为 0, 就 是 f(z,k) 和 glz, k) 是 否 线性 独立 的 充 
分 和 必要 条 件 . 由 (2.3) 和 (2.15) 立即 得 到 斋 斯 基 行 列 式 的 下 列 


简单 性 质 : 
Wa [f(z,k), g(x, k)] = 0. (2.16) 


这 表示 ，f(z,k) M g(r, k) 的 朗 斯 基 行 列 式 的 值 独立 于 z, 因此 ， 
它 的 值 可 以 在 某 一 特定 的 x 处 来 求 出 . 
这 样 ， 我 们 看 到 


W [o(zx, k), (2, k)] = i2k, (2.17) 
因为 在 zx 一 -oo 处 容易 求 出 它 的 值 ， 同 理 ， 
W iy (zx, k), p(z, k)] = i2k, (2.18) 


可 在 z 一 co 处 求 值 . 利用 它们 ， 由 (2.9) 得 到 


a(k) = ŽW [Glz, k), plz, k) (2.19) 
和 
bk) = =W [Ge, k), 6(2,&)]. (2.20) 


当天 为 实数 时 ， 由 (2.6) 和 (2.8) 可 以 得 到 Al, k) 与 (zk) 
的 下 列 关 系 : 
由 (z， k) = ¢(z, olz, k) = d(x, —k), (2.21) 
因为 不 单 它们 在 z 一 -oo 的 浙 近 行为 相同 ， 而 且 他 们 满足 的 方 
程 也 相同 ， 同 理 ， 有 


(a, k) = ylz, k) = P(r, —k). (2.22) 
由 (2.9) 和 此 二 式 ， 得 | 
(x, k) = b(k) d(x, k) + a(k)Y(z, k), (2.23) 
ix 
a(k) = alk) =a(-k),  b(k) = b(k) = 六 一 名， (2.24) 
又 有 
a(k) = W [$(z, k), ¥(a, k)] (2.25) 
和 
b(k) = AC w(w,k), d(x, k)]. (2.26) 


由 (2.19) 可 见 ， a(k) 的 值 与 右 端的 z 无 关 ， 取 z 一 co, 注 
意 (2.5) 和 (2.6), 得 到 


a=- ap female. Adu e 
同 理 ， 由 (2.20) 得 
WR) = ae fo a (2.28) 
利用 (2.21), 立即 得 到 
lim r(k) = -1. (2.29) 


§3 ARBAB HH 


5| A RKS 
P(x, k) = O(a, kje. (3.1) 
HH (2.6), 得 
> T pi2k(e y) 
o(z,k)=1+ J ul) dy, k)dy (3.2) 


经 过 迭代 可 以 得 到 诺 伊 曼 (J.von Neumann) AF A, 


ei2k(z—y) — i 


Bek) =14 fata) 


x y pi2k(r—y) 1 ei2k(y—z) 1 dud 33 
+ /dy d+ (3.3) 


x et2k(z—-y) _ 1 jy < 1 x q 34 
f. 一 | v< ig fw) Y, (3.4) 


因为 有 em Key) <1. 所 以 ， 这 时 有 


am) <a 人 而 sl 


sf fiat 35) 
利用 交换 积分 次 序 等 手续 ， 得 到 


Bla, | < E (5) =en{ Ft, eo 


这 里 
y)| dy. (3.7) 


“=f 
以 上 的 条 件 (2), BE (2.1), 保证 了 
M <œ. (3.8) 


由 此 ， 当 Im > 0 时 ， 诺 伊 曼 展开 式 的 每 一 项 都 是 的 解析 函 
数 ， 且 级 数 一 致 收敛 ， 因 此 函数 d(x, k) 在 的 上 半 平 面 解析 - 
由 此 ， ole, k) Æ k 的 上 半 平 面 解析 .， 同 理 ， wy(z,k) 在 大 的 上 
半 平 面 解析 .由 (2.19) TA, alk) 也 是 在 的 上 半 平 面 解析 . 

类 似 的 手续 可 以 证 明 ， olz, k), P(r, k) 和 alk) 在 的 下 半 
平面 解析 但是， b(k) 和 b(k) 一 般 不 能 解析 延 拓 到 实 轴 之 外 . 

在 延 拓 到 复 上 平面 时 ， 有 的 公式 要 作 修改 ，(2.21)、(2.22) 和 
(2.24) 分 别 改 为 


(a, k) = 9(z,k), (3.9) 
b(x,k) = bz) (3.10) 
和 
&(k) = a(k). (3.11) 
§4 a(k)heaa 
dek =e 1- f gw) 

=e" + O(|k)~*). (4.1) 

类 似 地 ， 又 有 


, % 1 
r _ the _ a a 
i(k) =e (1 [guint ) 


= ez 4 O(|k|7}). (4.2) 
因此 ， 有 


a(k) =1- ai 可 uly) dy =1+ O(}k|~?). (4.3) 


由 于 解析 函数 只 可 能 有 零点 . 设 a(k) 在 大 的 上 半 平 面 有 零 
点 ky, ke, ..., kw, 则 
a(k,) = 0, Im kn > 0. (4.4) 
前 面 已 经 说 过 ， 迪 是 上 的 分 离 的 本 征 值 ， 这 时 E <0. 所 以 kn 
为 纯 虚 数 ， 即 


kn = ikn, Kn = 正 实数 . {4.5) 
Xt, H (2.6) 得 
T orn(Ty) _ en (e~y) 
Ble rn) =em = fT aly) (yin) (4.6) 


从 这 一 积分 方程 可 见 ， gz,isn) 是 实 的 . 由 (3-9) 可 见 它 也 就 是 
$(z, 一 ikn). AR, p(z, icn) 和 Y(T, -isn 是 实 的 ， 且 相等 . 由 名 
斯 基 行 列 式 (2.15), PJE 8(z,k) A y(r, k) RE, BP 

(z, kn) = bay(a, kn), (4.7) 
bn 是 一 实 常 数 . 由 渐 近 条 件 (2.5) 和 (2.6) TI (4.7) Æ 1> -o0 
时 趋 于 enn? 而 在 z -+ 00 时 趋 于 bpe "eF, 所 以 bn 的 正 负 号 依赖 
于 函数 glz, xn) 与 轴 的 相交 的 次 数 . 

我 们 现在 来 证 明 ， alk) 的 零点 只 能 是 简单 零点 ， 即 


(kn) #0, a(kn) = a) (4.8) 


首先 将 朗 斯 基 行 列 式 的 定义 推广 到 对 不 同 的 有 的 情形 ， 定 义 


olz, k) (2, kn) ) (49) 


Ww rik } Kn, = de 
C2 ), Bz )| 7 $:(2,k) alt, kn) 
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注意 到 方程 (2.3), 得 到 | 
Ws [$ (x, k), O(a, kn)] = (k? — kaela, kjole, kn). (4.10) 
对 k RMN, EE k= kn 得 
W,.[4(z, kn), (z, kn)| = 2kn? (T, kn). (4.11) 
对 z 积分 ， 注 意 边 界 条 件 ， 得 
W [ġ(z, kn), Ø(z, kn)] = 2kn [. (y, kn) dy. (4.12) 
类 似 地 ， 我 们 有 
W [le kn), (2, Fn] = 2kn fkn) dy (13) 
由 (2.19) 得 
alkn) = BE (W EAEn] + W [Alka kn)]} (e10 
反复 应 用 (4.7), 再 以 前 两 式 代 入 ， 得 
ålkn) = —i f i $(2, kn) W(@, ka) da 
= ibn I. Y? (a, kn) dz. (4.15) 


由 于 ylz kn) 是 实 的 ， 这 就 得 到 (4.8), 而 且 
b 


cn = 二 >0, an = iå(kn). (4.16) 
这 就 证 明了 a(k) 的 零点 都 是 简单 零点 ， 我 们 编 序 如 下 : 
Ky > Kg >. > Ky. (4.17) 
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前 面 已 经 说 过 6 的 意义 ， 这样， E = -大 为 最 低能 态 ， 由 量 
子 力学 已 知 ， 其 波 函 数 之 值 将 处 处 不 为 0, 即 不 与 x 轴 相 交 ， 所 
以 得 bi > 0. Ez = k? 的 波 函 数 将 与 r 轴 有 一 个 交点 ， 所 以 得 
bo < 0, 如 此 等 等 .由 此 推出 ， 
bn = (1) ) Iba, (4.19) 
由 (3.11) 又 可 得 到 ， ak) 在 的 下 半 平 面 也 有 零点 ky = isn, 
n=1,2,...,N. 
MERR alk) 的 表示 式 . 先 看 k) 在 上 半 平 面 无 零点 的 情 
m. SM HAAR, MELE PREM A kG 
Ina(k ) = > ne) dk! — z malk) dk’, (4.20) 
这 里 前 一 等 式 中 的 积分 沿 由 实 轴 和 上 半 平 面 的 大 的 半圆 弧 组 成 
的 反 时 针 回 路 . 因为 当 |k| 一 时 nalk) > 0, 所 以 得 到 后 一 等 
st. 这 时 a(k) 在 下 半 平 面 也 无 零点 对 上 半 平 面 的 任何 点 kA 
1 malk) 1 As Ina(k’) 


一 ae 
anf wok = ied Kk 


dk’. (4.21) 


= 


LE SARSAN NEMA TE PENA NEIE 
AEE BR. AA |k| 一 时 malk) 一 0, 所 以 得 到 后 一 等 
R 4 k 为 实数 时 ， 注 意 (2.24), 将 (4.20) 和 (4.21) 相 加 ， 得 到 


Ina(k) = > I mhi dk’, (4.22) 
即 
oO A2 
a(k) = exp = J in oR ax’ | . (4.23) 


再 看 a(k) 在 上 半 平 面 有 零点 kiko oky 的 情况 . 这 时 我 们 
先 将 alk) A 


a(k) = [| k- kn a(k), (4.24) 
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这 样 定义 的 alk) 正 具有 上 述 不 含 零点 时 的 a(k) 的 性 质 ， 所 以 这 
时 的 a(k) RERA (4.23). 于 是 得 到 ， 有 零点 时 的 表示 式 ， 


Fk 1 f® Inja(k’)/? ,, 


这 里 天 位 于 及 的 上 半 平 面 . BERR, ERR 
中 的 大 应 理解 为 从 上 半 和 平面 趋 于 实 轴 ， 即 理解 为 大 十 20. 
由 (3.11) 可 见 ， kn 是 alk) 的 零点 


a(kn) = 0. (4.26) 
它 自然 也 是 简单 零点 ， 由 (2.25) 得 
Jla, kn) = bbe) (4.27) 
sth 入 为 实 常数 ， 由 (3.9) 和 (3.10) 可 见 ， 
bn = bn. (4.28) 


自然 又 有 


Čan = Cn, Ča =, Gn = —id(kn). (4.29) 


§5 PAA - PERKRHTE 


a(k)~*¢(a,k), Im k > 0 时; 
O(z,k)= 4 . (5.1) 
p(z, k), W Im k < 0 时 . 
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a(k) tolx, k) 在 的 上 半 平 面 中 ， 除 了 在 ka, n= 1,2,..,N, 有 
简单 极点 外 ， 处 处 解析 . 少 (z,k) 在 下 半 平 面 解析 . O(2,k) 在 实 
轴 处 有 路 度 


a(k)~*9(x,k) ~ p(x, k) = r(k)b(a, k), (5.2) 


这 里 r(k) = b(k)/a(k), BI (2.11). 在 上 和 下 半 平 面 ， @(z,k) AR 
限 


O(z,k)e~*** — 1 = O(|k|~?). z [kl 4 oof (5.3) 
应 用 柯 西 公式 ， 得 


I O(x, k') et? —] 


ian pop oR, 64 


O(x, k)” — 1 = 


这 里 积分 回路 如 图 5-1, 即 上 下 平 
面 沿 实 轴 和 无 穷 远 处 的 半圆 弧 组 成 的 
PAS Bet et le, ASE ek, 的 
顺 时 针 的 小 圆 rn. 

由 于 (5.3)， 大 立 弧 的 积分 可 以 
略 去 ， 所 以 (5.4) 右 端 化 为 留 数 部 分 
5-1 积分 回路 R(x,k) 和 连续 谱 部 分 J(z,k) 之 和 ， 


~ 1 Olx, k'et- I 
n=l ra 
1 f9 r(kjplr, kje: |, 


这 里 ry 表示 绕 alk) 的 零点 kn = inn 的 小 圆 . 绕 rn 的 积分 是 


i 1 
@(kn) kn — k 


G(x, kn) =i cn W(t, Kn) e™, (5.7) 


1 
有 二 有 
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式 中 
Cn = —, On = ià(kn). 


这 样 ， 就 得 到 


N 


R(z,k) =i > ie Cn Y(T, kn) eF. 


n=l 


代入 (5.4), 得 到 
O(x, k) = {14+ R(x, k) + T(z, k)} ee its, 
若是 下 半 平 面 的 点 ， 则 (5.10) 为 


pla, k) = {1 + R(a,k) + J(a,k)} e7". 


(5.8) 


(5.9) 


(5.10) 


(5.11) 


这 时 ， 若 于 是 实 的 ， 我 们 就 理解 为 天 一 如, 即 由 下 半 平 面 趋 于 
实 轴 .，(5.11) 就 是 KdV 方程 的 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散射 方程 . 由 


此 得 
p(z, k) = {1 + R(a,k) + J (z, k)}e-its. 
当 上 为 实数 时 ， 由 (2.22), ERMA 


p(z; k) = {1 + R(x, —k) + T(r, —k)} e***. 


由 (4.2), 得 


u(x) 一 这 lim kL {ye ke — 1}. 


大 | 一 ce 


从 (5.13) 得 
u(r) = -2Ž {R(2) + J(x)}i 


这 里 


R(x)= lim ikR(x,-k) = 一 je ikR(x,k), 


|kj—90 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 


(5.15) 


(5.16) 
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J(z) = | lim ikJ(a,-k) =— lim ikJ(z,k). (5.17) 


kin |k|—+00 


将 R(z,k) 和 J(z,k) 的 表示 式 代 入 ， 得 到 


R(z) = 》 enple, kn) en， (5.18) 
n=l 
J(z) = 二 T r(k)w(a, kje? dk’. (5.19) 


8 6 马尔 钦 柯 反 散射 方程 


由 于 
b(z,k) = (a, k)e (6.1) 
在 有 的 上 半 平 面 解析 ， 且 当 |k| 一 oo 时 趋 于 1, WEEER kt 
函数 作 傅 里 叶 变换 ， 


d(x, k) 一 上 一 J A(z, z)e*** dz, (6.2) 
这 时 它 的 逆 变 换 为 
4(z,z) = 二 f {ob(a, k) — 1}e7™ dk. (6.3) 


当 z < 0 时 ， 我 们 可 以 在 右 端 加 上 k 的 上 半 平 面 的 一 个 很 大 的 
半圆 弧 的 积分 ， 因 为 Re{ 一 ikz} = 一 Im klz| <0, 这 样 ， 当 ><0 
时 ， 上 式 右 端 可 以 换 成 沿 实 轴 和 上 述 大 半圆 弧 的 回路 积分 


A(z, z) = = $ iek) — 1}e~*** dk. (6.4) 


由 于 ylz k) 在 天 的 上 半 平 面 解析 ， 所 以 积分 为 0, 即 


A(z,z)=0, 24 z< 0 时. (6.5) 


因此 ， (6.2) 又 可 写作 
w(x, k) = e” + f K(x, yje” dy. 
式 中 K(a,y) = A(z,y— 2). 于 是 (6.5) 满足 
K(a,y) = 0， X ycri. 
当天 为 实数 时 ， 由 (2.22) 和 (3.10), 从 上 式 得 


Q(z, k) = e77 + J K(z,y)e™™” dy, 


K(x,y) = 实数 . 
同 理 ， 有 


bh) =e et Nye ey, 


J(e, k) = e* + f © N(a,y)et* dy, 
式 中 Ntz, 是 实 的 ， 且 
Ne 几 =0 y> z 时 . 


Hy (2.10) 可 得 


alk) (x, k) — eit® = d(x, k) 一 ez + r(k)p(z,k). 


FEL (Qn) te’ 后 对 有 积分 ， 当 zZ < 
y 时 ， 左 端 可 加 上 对 上 半 平 面 的 大 半 


圆 弧 的 积分 ， 因 为 Re {-ik(z — y)} = 
-Im k(y 一 2) < 0. 这 样 ， 左 端 成 为 一 pN 
个 回路 积分 . = 

由 留 数 计算 得 a 6-1 积分 回路 


(6.6) 


(6.7) 


(6.8) 


(6.9) 


(6.10) 


(6.11) 


(6.12) 


(6.13) 
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ol . x , 
iX ik) G(T, kn )e*mY = — X` enp(a, kn er’, 


n=1 n=1 


再 利用 (6.6), 上 式 右 端 就 成 为 
一 5 Cn ie + [ K (a, zje”? az} eikny. 
n=l = 
(6.13) 积分 后 右 端 为 


二 J. [ K (a, z)e~*** dzeity dk 

1 oO 

toz _ 
显然 ， 前 一 项 为 K(z,y), 所 以 右 端 为 


K(z,y) + = | r(k)e**t¥) dk 
n 一 DO 


十 f K(e, 2) > f r(k)jet +9) dk dz. 
£ T -00 


将 两 端 合并 ， 得 


r(k) {et + f K(z, z)e ** dz} ey dk. 


(6.14) 


(6.15) 


(6.16) 


(6.17) 


Kles) +Fety)+ | Kl dPlety)d =0, 2<y, 6.18) 


式 中 


N 


| 1 fe ka 
F(z) = > cne"? 十 元 r(k)e'** dk. 


m=l 


(6.19) 


方程 (6.18) 为 求解 KdV 方程 的 马尔 钦 柯 (V.A.Marchenko) 反 和 散 
射 方程 , ERA 盖 尔 芳 德 (L.M.Gelfand)- 列 维 坦 (B.M.Levitan)- 马 


尔 钦 柯 反 散射 方程 . 它 原则 上 可 以 决定 K (r, y). 
18 


当 iki oo IN, H (6.6) 得 


a(x, k) = eth? — aK (2,2)e* + O(|k{~?). (6.20) 


与 (5.21) 比较 ， 得 KdV 方程 的 解 u(z) 与 K (a2) 的 关系 : 


u(x) = 2 K(e, x). (6.22) 


由 (6.18) 的 形式 可 以 看 出 ， 


N ooe 
K(z,y) = 》 K(a, kn)e*¥ + f K(a, k’)e* dk’. (6.23) 


n=1 
代入 (6.8), 得 
1 
7 — -ikg ~i(k—kn)2 
plz, k) € +5 i(k Tp jE kn)e 


n=] 
1 r khe-ilk-k) © ak! ay. 
+f game HEB ai (6.24) 
所 以 与 (5.12) 相 比 得 
K(x, kn) = eoka),  K(2,k') = - U(x, k’). (6.25) 


若 将 (6.23) 代入 (6.8), 计 及 上 式 ， 所 得 的 方程 就 是 萨 哈 诺 夫 - 沙 
巴特 方程 ， 可 见 两 种 形式 的 反 散射 方程 是 等 价 的 . 


8 7 与 时 间 的 相依 关系 


在 以 上 的 讨论 中 ， 时 间 我 们 往往 略 去 不 写 - 事实 上 ， 应 当 
写 上 ， 例 如 (2.9) 就 应 写作 

(a, t, k) = a(t, D(z, tk) + b(t kz hh) (71) 
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但 是 ， 此 t 仍 只 是 一 纯 参 数 ， 因 为 我 们 未 能 决定 式 中 依赖 the 
如 何 随 它 变 化 ， 现 在 利用 第 二 个 拉克 斯 方程 来 决定 . 

约 斯 特 解 $(z,t,k) 由 于 当 x 一 -oo 时 趋 于 eo, BOT t, 
所 以 它 不 能 满足 第 二 个 拉克 斯 方程 . 我 们 引入 一 个 依赖 于 t+ 入 
的 函数 A(t, k), 使 得 


{a - wm} h(t, kolz, t, k) = 0. (7.2) 
取 极 限 一 00, 得 
{0. + 403} h(t, kje" = 0. (7.3) 
即 
{0 +i4k3} h(t, kje? = 0. (7.4) 
所 以 得 到 
h(t, k) = e75 t, (7.5) 


考虑 到 时 间 的 相依 ， 约 斯 特 解 
o(z,t,k), O(2,t,k), W(2,t,k), plz,t, k) 


分 别 换 成 
h(t, k)b(a,t,k), h-*(t, kb(z,t, k), 
h(t, k)b(a,t,k), A*(t, k)b(a, t, k). 
以 A(t, k) R (7.1), 再 以 算 子 {84 一 M} 作用 ， 取 2 oo, 这 时 
右 端 成 为 
{0 + 403} A(t, k){alt, k)e ** + b(t, kje} =0. (7.6) 
Ep 


h(t, k){ar(t, ke t? + (b(t, k) — i8k3b(t, k))e**} =0. (7.7) 
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所 以 得 到 
a(t,k) =a(0,k), b(t, k) = b(0, kh)eisk t. (7.8) 


以 A(t, kn) He (4.7), BUAT {2 - M} ER, Wc oo 的 
极限 ， 得 


{0: + 403} A(t, kn )bn(t)e' tn” = 0, (7.9) 
Bp 
h(t, kn)(bnt(t) ~ 18k2b,(t))e** = 0. (7.10) 
所 以 得 
ba(t) = bn (O)et®*=! = 加 (Djesent， (7.11) 
我 们 又 有 
en(t) = cn(0)Jeiaknt = cn(0jesent， (7.12) 
我 们 看 到 ， 反 散射 方程 中 所 含 的 量 是 
S = {rlk), en, kn}, (7.13) 


它们 称 为 散射 数据 , 因为 有 了 它们 ， 一 切 都 定 出 来 了 . 由 以 上 的 
讨论 可 见 ， 只 要 将 上 式 换 成 


S(t) = {r(0, kje, cn (Nesknt, kn}, (7.14) 


就 得 到 含 时 间 的 结果 . (7.14) 表示 散射 数据 随时 间 的 演化 . 


§8 1- 孤子 解 


我 们 现在 来 看 N = 1 这 种 简单 的 情况 .这 时 (5.18) 为 


JEF = {1 tip owe, k) + Jee mew, GD 
— Mi 
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式 中 J(x,k) 由 (5.6) Ba. 在 无 反射 时 ， 即 r(kK)=ONM, EXE 


退化 为 
ple, k) =e +i l -ci (x, ki)e kre kr. 
k — ky 
(5.21) 化 为 
d 
u,(z) = -277 Ri(2), 
式 中 


Rai(z) = eh(z, ki )e™*. 
在 (8.2) PR k = ky = —ik, = —kı, 得 


W(t, ki) =e" +i ylz, kije”. 


1 
ky — ky 
注意 (4.7) 的 结果 ， ylk) 是 实 的 ， 上 式 也 就 是 
Wr,k1)=e “一 save, kije 7. 
这 样 立 即 得 到 


-1 
-K 1 —2K1T 
y(x, kı) =e afit gae? | ， 


BA Ri(x) 为 
cyx, kije? = D 
这 里 
Fi 三 o 


已 知 Mca 为 正 数 ， 上 式 可 以 表 为 
F = e72, 
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(8.2) 


(8.3) 


(8.4) 


(8.5) 
(8.6) 


(8.7) 


(8.8) 


(8.9) 


(8.10) 


式 中 
bı = ki(z — a — 4K 7#). (8.11) 
这 里 ， 我 们 已 计 及 了 cl 对 时 间 的 相依 ， 式 zi 为 一 实 常数 . 
将 (8.8) 代入 (8.3), 得 


u(x,t) = —2x? sech? {x1 (£ — z1 — dr2t)}. (8.12) 


由 于 只 有 当 宗 量 几 乎 为 0 时 ， 双 曲 余 割 的 值 才 显著 地 不 为 0, 所 
以 上 式 的 u(r, t), 对 固定 的 t, RH r 心 x1 十 4xit HA BA 
不 为 0. 它 是 一 个 仅仅 在 一 个 小 范围 下 | 
Mme. 当 t 变化 时 ， 立 即 看 到 ， 
此 下 河 以 速度 4x1 向 右 运动 ， 下 四 的 
深度 与 此 速度 正比 ， 即 下 凹 愈 深 ， 速 
wR. 正 是 如 此 , 解 ulz, t) KH 1- 
MFE. 
于 是 ， 我 们 得 到 ， 


LY — p~ikr 2kı F, —tkr 
w(z,k) =e L-k I4 (8.13) 
Bp 
T _ pike 2ky Fy -tke 
w(z,k) =e + py Fe (8.14) 
注意 此 式 中 的 飞 在 下 半 平 面 .由 (8.12) 得 
_ „iks 2k Fy ike 
p(z, k) =e** + ey i (8.15) 


此 式 中 的 上 在 上 半 平 面 . 这 就 是 无 反射 且 NN = 1 时 的 约 斯 特 解 . 
由 于 无 反射 ， 有 


k — iki 
k+iki’ 


. k+ik 
a(k) = a(k) = hoi,’ (8.16) 


23 


~ 


d(x, k) = alk) (a, k), $lz, k) = a(k)p(z, k). 


于 是 得 

2k 1 
k-k 14h 
2 l su 
k~k,1+F; l 


—ikr 


olz, k) = e tke + 


(x, k) = e™*7 + 


59 £RHELSSATE 


在 无 反射 的 情况 下 ， 反 散射 方程 (5.18) 退化 为 


(x, k) = {1 + R(x, k)}e**. 


(8.17) 


(8.18) 


(8.19) 


(9.1) 


为 


~ 1 
w(x, ikm) 一 em 一 5 


1 Kim 十 Kn 


这 时 解 Un (z,t) 为 


Un (z,t) = -24 5 Cny(z, cen} , 


n=1 
引入 记号 
Ün = Jentz, ikn), 
fn = y En e *n®, 
1 
Bum 一 in 


则 方程 (9.2) 可 以 写作 


Üm = fm 一 y` Pn Bam; 


n=l 
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cn (rirn)e rtm), 


(9.2) 


(9.7) 


或 为 矩阵 形式 


ý = f — OB. (9.8) 
另 一 方面 ， 有 
d 
Un = 27 Dn; (9.9) 
式 中 
Du = > fr, = Uf? (9.10) 
nol 
以 (9.7) KA, 4 
Dy = fU + BYTE =trf? f+ By. (9.11) 
注意 
B, = -fTf, Bam = —fafm, (9.12) 
就 得 到 
Dy = -trB,(I + B)-! = -5 Indet(I+B), (9.13) 
最 后 的 结果 是 
2 
uy = -25 Indet(I + B). (9.14) 
容易 看 出 
det(I + B)=1+ > 5 B(ni,n2,...,nr), (9.15) 


r=] LKN Ln L Lnr EN 


式 中 B(n1,72,..., nr) EA B 的 7 阶 的 主子 式 ,也 就 是 矩阵 B 
REP (n, na,- nr) 行 和 列 而 得 子 矩 阵 的 行列 式 ， 我 们 注意 由 
和 矩阵 元 (pj +q) 组 成 的 矩阵 的 行列 式 之 值 为 


[[e. + qm) t I] (Pa 一 Pn')(Gm 一 dm), (9.16) 


nym n<n'jm<m! 
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于 是 不 难得 到 


)? 


— 2 — (Kn — Km)” 
B(n1, No, ,mr) = lI f2(2kn)~ ‘I en (9.17) 
也 就 是 
—1 (Kn 一 
B(ny, na... anr) = ~~ [LF ay, *(2Kn) l [ (9.18) 
这 里 
Fa = bpe?" = (-1) Ve 20", (9.19) 
On = Fn(z 一 Zn — 4n2t), (9.20) 


RH rn 是 实 常数 . (9.19) 中 的 因子 (1) 源 于 (4.19). 注意 
到 (4.16),(9.17) 又 可 以 写作 


一 (Kn — Km)” 
B(n, ng, mr) = I] |Fallan| i (26n)! [I mr (9.21) 
n nom n m 


于 是 我 们 就 得 到 了 KdV 方程 的 多 孤子 解 的 显 式 . 


8 10 2-47# 


由 以 上 得 到 的 一 般 公 式 ， 可 以 简单 得 到 1- 和 2- 孤子 解 ， 当 
N 二 1 时 ， (4.16) 给 出 


人 1 一 一 (10.1) 
由 (8.14) 和 (9.2), 我 们 有 
det(T + B) =1+B(1)=14+ F =1+e™. (10.2) 


代入 (8.13), 即 得 到 1- 孤子 解 . 
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当 N = 2 时 ，(4.16) 给 出 


1 Ki 一 Ke 1 K2 — Ki 


N T Zk ki F ra 02T Ong ka + ki (10.3) 

FA (8.14) 和 (9.2), RNA 

det(I + B) = 1 + B(1) + B(2) + B(1,2) 
Ki — K2 7 _96 —20 一 201 一 26 
q Miaka 1 2 1-202 10.4 
Lto (e+e )+e (10.4) 
代入 (8.13), 得 
2 29 2 2 

g(x, t) = —2(n? — r2) csch #1 + wa sech’ f (10.5) 


(Kı cthé, 一 K? thé.) , 


这 就 是 KdV 方程 的 2- 孤子 解 ， 我们 注意 由 于 x1 > xz, 不管 > 和 
tA, 上 式 的 分 母 便 不 为 0. 也 就 是 说 , 解 uz(z,t) 是 正则 的 . 
现在 来 看 ， 当 |b| 20 m 0 >> 1 的 情况 ， 这 时 有 


Of? 2 K? csch?6, 

uz © 一 2(K1 TREE] thô, = Ka) (10.6) 
这 里 分 母 中 «2 前 的 符号 ，“-” 号 对 应 于 6。 >> 1 而 “+” 号 对 

应 于 9。<< -1 的 情况 . 上 式 可 以 写成 如 下 形式 ， 
uz % —2r? sech2(0 F â), (10.7) 

式 中 
A = Arcth (=) = ln (= + = . (10.8) 
K2 2 Ki 一 Ke 
4 |92| 0 而 [| >> 1 时， 就 有 
2 2 

ua © —2(x? — p2) 2 Sch Oo (10.9) 


(+x; 一 Ka thé.) , 
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这 里 ， 分 母 中 «1 前 的 符号 ，“+” 号 对 应 于 0 >> 1, 而 “一 ”号 
对 应 于 0 << 一 1 的 情况 ， 上 式 可 以 写成 如 下 形式 : 


uz  —2k2 sech? (bz + A). (10.10) 
也 就 是 说 ， 注 意 s > ka, 4t>> 1h, A 
uz © —2k2 sech? (01 一 A) — 2k2 sech? (82 + A). (10.11) 
而 当 t << -1 时， 有 
uz © —2k2 sech? (01 + A) — 2x2 sech? (02 — A). (10.12) 


这 表示 ， 当 t 充分 增 大 时 ， 2- 孤子 解 分 开 为 两 个 1- 孤子 解 的 
Al. RAAB, 在 t<< -1 时 ， 彼 此 分 开 的 两 个 单 孤子 ,在 相互 
作用 之 后 ， 在 t>> 1 时 ， 再 分 开 为 两 个 单 弧 子 ， 只 是 孤子 中 心 
发 生 了 附加 的 移动 . 对 第 1 ^AM, H t<< -17 t>>1, mM 
子 中 心 的 附加 移动 为 


1 1 Ky + K9 
而 第 2 个 单 孤 子 ， 由 上 << -1 到 上 >> 1 孤子 中 心 的 附加 移动 
为 


Ar, = ao (-24) = -+ In (==) | (10.14) 

这 表明 , RO Fae HT BB 
的 附加 中 心 移动 向 前 Az > 0, 而 慢 
孤子 由 于 碰撞 所 得 到 的 附加 中 心 移 
动向 后 Ar < 0. 正 是 孤子 在 相互 作 
用 前 后 保持 同样 的 形状 的 性 质 , 所 以 
才 称 之 为 孤子 . 对 于 多 个 孤子 间 的 相 
互 作用 ， 下 一 节 再 来 研究 ， l 


10-1 2- WF 
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这 里 我 们 注意 : 
(1) WRK % 变 号 ， 则 得 到 如 下 形式 的 KdV 方程 
Uz + Guuz + User = D, (10.15) 


所 以 这 一 方程 的 解 也 只 是 (1.1) 形式 的 KdV 方程 的 解 的 反 号 . 
(2) 对 于 KdV 方程 (1.1) 在 边 值 非 0 时 的 求解 ， 即 代替 (1.2), 


取 
uc (HR), 当 |z| 一 co 时 (10.16) 
的 求解 ， 看 起 来 有 意义 ， 但 事实 上 是 不 必要 的 . 取 
w=u— c, (10.17) 
代入 (1.1), 得 
wi — 6(w + c)Wws + Weee = 0, (10.18) 
Aw 的 边 值 为 o. 作 做 利 略 变 换 
X=a2+6ct, T=t. (10.19) 
定义 W(X, 了) 为 
| W(X,T) = w(X - 6cT, T). (10.20) 
代入 (10.15), BD | 
Wr —6WWx + Wxxx =0 (10.21) 


AW 的 边 值 为 0. 这 与 我 们 原来 在 0 边 值 (1.2) 下 求解 KdV 方程 
(1.1) 的 问题 完全 一 样 . 


8 11 N-AF RAH LTA 


前 面 说 过 ， sn WEER H 
Ky > Kg > > Ky. (11.1) 
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以 2, RAR c= tn t+ 4Knt HBR, BQ 包含 与 En + 4ent 邻近 


的 点 ， 当 上 一 十 co 时 ， 这 些 邻 域 彼此 分 开 从 左 到 右 如 


Ny Ny—ı Tv 一 2 n5 M. 
£Z — En — ÅKnt > — 00, E n<, 
A 
[Fna] + +00. 
类 似 地 ， 有 
T 一 2m — kmt > +00, 若 m> j, 
E 
|Fm| > 0. 


因此 ， 当 t= +oo 时 ， 在 邻 域 OF, A 


det(7 + B) æ B(1,2,---,7- 1)+ B(1,2,..…,7 — 1,39), 


AAKER REEF FAF- Fj- 的 项 . 
由 (9.5), BRA 


B(1,2,.……,7— 1,7) = B(1,2,---,j3- DIEM, 


这 里 
(+) TT (Kj — kn)? 
FY?) = |Fifja;|71(26,)7? i 
oj TT re 
我 们 再 把 它 写作 
FY = |F;la;b7', 
这 里 
i Kj Ky 
a; = 一 -一 一 | ， 
ai Kj 十 Kn 


30 


(11.2) 


(11.3) 


(11.4) 


(11.5) 


(11.6) 


(11.7) 


(11.8) 


(11.9) 


(11.10) 


(11.11) 


N 


Ki 一 Km 、 
B; = ae x, Tmo: (11.12) 
因此 ， FO 可 以 写作 
FY = (-1D6-Der20 ， (11.13) 
式 中 
oH = Kyla — a; ~ 4n2t — Ac), (11.14) 
Act) = 5 (Ina; ~ InB;). (11.15) 
于 是 ， 有 


Indet( + B) ~ InB(1,2,...,7— 1) +n(1 + [F]. (11.16) 


右 端 第 一 项 对 z 的 二 次 微 商 为 0, 所 以 有 贡献 的 只 是 第 二 项 ， 于 
是 得 到 ， 当 + 一 +co 时 ， 在 邻 域 Qf, N- 孤子 解 近 似 为 
(H), (11.17) 


mw P a fm p. — Apert 
Un Z —2K5 sechk; (2 ~ zj — 4a5t — Az, 


RHE, 5 t> -ce 时 ， 在 邻 域 2 P, N- 孤子 解 近似 为 


Un & 一 267 sechk;(a ~ zj 一 4n4t — Az), (11.18) 
这 里 
Az = —Ag\*?, (11.19) 


我 们 已 经 看 到 ， 有 具有 不 同 速 度 的 缴 子 ， 若 在 上 一 一 co 时 彼此 
分 开 ， 在 相互 作用 后 ， 在 上 一 too 时 ， 又 成 为 彼此 分 开 的 孤子 ， 
形状 和 速度 都 不 变 ， 只 是 发 生 了 孤子 中 心 的 附加 移动 对 于 第 j 
个 孤子 ， 中 心 的 附加 移动 是 


_ 1 
Az; = Ar - Ar = ~— (aj — 8;). (11.20) 
了 
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Kj + hm 


N 
— X In 


m=j+1 


| . (11.21) 


我 们 看 到 ， 当 NN = 2 时 ，(11.21) 的 结果 正 是 在 (10.13) 和 (10.14) 
中 已 经 得 到 了 的 . 


8 12 无穷 多 个 字 恒 人 


现在 我 们 来 看 ， 一 维 薛 定 廖 方程 (2.3) 当 |k| 一 co A Be 
解 与 位 u 和 它 的 导数 间 的 关系 . 由 (2.5), W 


(a, k) = eWthet oleh) (12.1) 


按 (2.5), 我 们 要 求 
$(—90, k) = 0. (12.2) 


用 函数 O(a, k) 表 出 ， (2.3) 成 为 


这 是 ór 的 黎 卡 提 (J.F.Riccati) 方程 ， 可 以 用 下 列 展开 来 求解 : 


e(z, k) = Ý a (12.4) 
j=0 
代入 (12.3), 并 让 kA URI, E 
Ho =0, fy =U, fe = Hz = — ùr, (12.5) 
和 
j 
Hj = H-z + Y Hb j2 3. (12.6) 
i=0 
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由 此 得 
H3 = 一 WUrz 十 2 H4 = — Ugre + 4Uutz, (12.7) 


15 = —Ugera + 5 (us) + 6UUs, — 2u?, (12.8) 
等 等 . 
我 们 看 到 ， po A u 是 全 微分 事实 上 ， 所 有 的 带 偶 数 下 标 
的 uom 都 是 全 微分 . 在 (12.3) 中 取 大 为 实数 ， 并 将 polr, k) 写成 
实 部 和 虚 部 之 和 的 形式 : 


~ 


gz = XR + 1X1, (12.9) 
代入 (12.3), 得 到 
XIs + 2XRXI — 2kxR = 0. (12.10) 
由 此 可 得 
Xa = 54 n (Q =k). (12.11) 


即 xala) 是 全 微分 ， jzm(z) 显然 是 xR(z) 的 渐 近 展开 系数 . 
由 (2.10), 得 


e tke 当 了 -oo 时 ; 
plr, Kk) ~ . (12.12) 
| a(k)e itr + b(k)eir®, 24 z 一 co 时 ， 
Buk, 42508 Imk>on, 有 
lim olz, kje" — a(k). (12.13) 
与 (12.1) 比较 ， 得 
(00, k) = In a(k). (12.14) 


由 于 (12.13), 将 (12.4) 对 z 积分 ， 得 


_ 1 20 
$lo0,k) = > ae f ar (12.15) 
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另 一 方面 ， 当 |k| a 00 时 有 a(k) 一 1 所 以 在 此 极限 下 有 有 


ln a(k) 一 0. (12.16) 
因此 ， 引 入 
A J 
In a(k) = E (12.17) 
3 (12k)? 
由 此 得 
b= jt; (x) dx, j= 1,2,3,---. (12.18) 


因为 偶数 下 标的 vom 为 对 x 的 全 微分 ， 及 4 的 0 边 值 条 件 ， 所 
以 偶数 下 标的 Lom = 0. 由 于 afk) 独立 于 t, 所 以 这 些 量 万 也 都 
是 守恒 的 . 于 是 ， 我 们 得 到 无 穷 多 个 守恒 律 . 其 开头 几 个 为 


h = -f u(x)dz, h= 三 u(x)? dz, (12.19) 


一 T {us (21)? + 3u(x)?} da, (12.20) 
等 等 . 
由 (4.26), 有 
In a(k) = > 7 全 十 = L. mtoi dk’. (12.21) 


当 |k| > oo 时 对 1/k 作 展 开 ， 由 于 (2.24), 得 |a(—&)| = la(k)|, 所 
以 上 式 的 展开 中 1/k RRA 0, BD 


tJ NP SS ages 
In a(k) = >, k2i+1 | 27 十 1 > Kn 
j=0 


n=1 


+= | k? In alk) dk) (12.22) 
T Jo 
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注意 (12.17) 中 的 求 和 实际 上 只 对 奇数 下 标 ， 与 (12.17) 相 比 较 ， 
得 到 


, 1 x . 
Da, = 22+ ae 
2941 | 2j +1 = Krn 


yii f Kn a(k)? dk Y. (12.23) 


其 中 -25 = 五 为 哈密 顿 量 ， 


32 Č 16 
H=- y + 
5 i 


[ k* In |a(k)|? dk. (12.24) 


n=l 


值得 注意 的 是 ， 分 离谱 对 能 量 的 贡献 是 负 的 ， 而 连续 谱 的 页 献 是 
证 的 (因为 已 经 得 到 ja(k)| > 1). 
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NLS 方程 


FE ZS VE BE XE D E (NLS 方程 ) 是 一 个 重要 的 非 线性 演化 方 
程 . 它 可 用 来 描述 譬如 在 反常 群 速 色散 范围 内 的 短 脉冲 ( 皮 秒 ， 
107? PER) 在 单 模 光 纤 中 的 传播 . 若干 年 前 ， 它 已 被 证 明 是 
完全 可 积 的 ， 已 由 萨 哈 诺 夫 和 沙巴 特 用 反 散 射 变换 方法 求解 . 求 
得 了 一 种 称 为 孤子 解 的 特殊 形式 的 解 ， 本 章 我 们 讨论 NLS 方程 
在 零 边 值 条 件 下 用 反 散 射 变换 方法 的 求解 . 在 萨 哈 诺 夫 和 沙巴 特 
的 工作 中 ， 首 先 找 到 了 NS 方程 所 对 应 的 拉克 斯 方程 的 形式 . 
我 们 知道 ， 反 散射 方程 的 主要 手续 ， 是 从 第 一 个 拉克 斯 方程 出 发 
的 , 所 以 若 某 一 非 线性 方程 所 对 应 的 拉克 斯 方程 的 第 一 个 与 NLS 
方程 的 拉克 斯 方程 的 第 一 个 有 同样 的 形式 , 反 散 射 方 法 就 基本 一 
样 . 璧 如 变型 的 KdV 方程 (MKdV 方程 ) 就 是 如 此 . 由 于 阿布 罗 维 
X (M.J.Ablowitz), 考 普 (D.J.Kaup), 纽 维尔 (A.C.Newell) 和 色 谷 
”(H.Segur)( 简 称 AKNS) 的 工作 , 发 现 正弦 - 戈 登 (W.Gordon)(SG) 
方程 也 是 如 此 . 如 果 一 个 非 线性 方程 ， 它 的 第 一 个 拉克 斯 方程 与 
NLS 方程 的 有 同样 的 形式 ， 就 称 为 属于 ZS/AKNS 型 的 方程 .这 
一 型 的 方程 是 极 重要 的 一 类 ， 所 以 本 章 对 NLS 方程 的 反 散 射 方 
法 作 比 较 详 细 的 推导 ， 为 以 下 的 进一步 工作 作 有 效 的 准备 . 


8 13 ”NLS 方程 和 它 的 拉克 斯 对 
NLS 方程 可 以 表 为 


iu, + Use + 2|ul\?u = 0, (13.1) 
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u— 0, 当 |z| > oo 时 (13.2) 


下 的 求解 ,首先 是 由 萨 哈 诺 夫 和 沙巴 特 扩 充 反 散射 变换 方法 后 而 
系统 解决 的 ， 并 且 显 式 地 得 到 了 孤子 解 . NLS 方程 的 孤子 解 具 
有 一 些 与 KdV 方程 的 孤子 解 不 辣 的 特征 .这 一 解法 的 要 点 也 是 
首先 引入 一 对 线性 方程 | 


a 


EF(z,t, A) = AF(z,t, 和) (13.3) 


和 
0,F(2,t,A) = MF(z,t, A), (13.4) 


这 里 (13.3) 中 的 工 是 一 个 线性 算 子 ， 入 是 本 征 值 ， 下 (z,t,) 是 
相应 的 本 征 函数 . (13.4) 中 的 MM 是 另 一 个 线性 算 子 ， 它 描写 本 
征 函 数 F(z,t, 入) 随时 间 的 演化 ， 今后， 我 们 往往 略 去 t, 有 时 也 
略 去 z. 如 果 这 一 对 方程 是 相 容 的 ， 且 入 独立 于 也 Bp 


aA 
Lı - [Î, M] = 0. (13.6) 
现在 选取 
L = io30, 十 记 (z,bcs (13.7) 
和 


M = 120302 + i2U(a,t)o30, — i{U? (x,t) — Uz(z,t)}o3, (13.8) 


式 中 U(x,t) 是 一 个 2 x2 HR, 


Ul(z,t) = 0 ed) . (13.9) 
--u{x, t) 0 
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因此 ， 解 F(zx,t, 和 A) 是 1 x 2 FORE. (13.6) 就 是 
iUa = Ue, — U?, (13.10) 


以 (13.9) 代入 ， 可 见 它 等 价 于 NLS 方程 (13.1)， 如 果 ulz, t) 是 
NLS 方程 的 解 ， (13.6) 就 成 立 ， 因 而 (13.5) 也 成 立 ， 即 A 独立 于 
t. 


这 里 的 方程 (13.3) 和 (13.4), 连同 表示 式 (13.7) 至 (13.9), 称 
为 NLS 方程 的 拉克 斯 方程 . 注意 这 里 的 本 征 方程 (13.3) 中 的 算 
FLARGHPMAT, BR ics8。 是 自 共 轿 算 子 ， 但 iUo 不 
Æ. 所 以 
Lë £L. (13.11) 
这 里 的 上 角 五 EREXH HE. TESTE (13.3) 的 本 征 值 
不 必 是 实数 ， 而 可 以 是 复数 . 
将 方程 (13.3) ERA ~io 后 再 移 项 ， 方 程 (13.3) 就 改写 为 


BF(ztA) = L(2,t, A\F (2, t, A), (13.12) 
式 中 
L(x,t, A) = —iAo3 +U (z, t}. (13.13) 
类 似 地 ， 方 程 (13.4) 可 以 改写 为 
O,F(a,t,) = M(a,t, AF(z,t, A), (13.14) 
ix 


M(z,t, A) = —i2A%03 +2AU (2, t) ~1{U?(a, t) + Uz (2, t)}o3. (13.15) 


(13.12) 和 (13.14) 当然 与 (13.3) 和 (13.4) 等 价 . (13.12) 和 (13.14) 
的 相 容 性 条 件 ， 即 F(x, t, A) 对 zz 和 上 的 交叉 微 商 相等 ， 导 出 
Li— Mz + [(L,M]=0. (13.16) 
EARS (13.6) 等 价 ， 同 样 也 给 出 NLS 方程 (13.1). 我 们 以 下 采 
用 (13.12) 和 (13.14). 
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$14 正 散 射 问题 


在 讨论 散射 问题 时 ，t 只 是 一 参数 , 我 们 略 去 它 . 假定 ula) 
当 [e] 一 ce 时 充分 快 地 趋 于 0, 方程 (13.13) 这 时 的 渐 近 方程 为 


0, f(x, A) = -isz F(z, A). 


显然 ， 它 的 解 是 
E(x, à) = e's, 


其 实 ， 它 是 两 个 独立 的 二 分 量 解 : 


1 . 0 . 
Ei(z,N) = ( 1 Jem, Eo(z,d) = | ) em 


利用 渐 近 条 件 定义 方程 (13.13) 的 解 : 
B(x, A) 3 e728, 4 x 一 一 co 时 
这 时 可 得 积分 方程 


B(x, A) = eT 14783 十 f e A(t-Y)73 (y) B(y, A) dy. 


— 0o 


显然 (14.5) 满足 边界 条 件 (14.4) 和 方程 (13.13). 


写 下 l 
(x, À) = (lx, À), o(x,)), 
边界 条 件 也 就 是 
eao o e Meson 
, | 
~ 0 A 
TOET GOGE “4 z > —oo 时 


(14.1) 


(14.2) 


(14.3) 


(14.4) 


(14.5) 


(14.6) 


(14.7) 


(14.8) 
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同 理 ， 我 们 定义 


W(x, A) — eTit, 4 z 一 co 时 (14.9) 
号 下 
Dæ, A) = (H(e,2), Yle), (14.10) 
上 式 岂 就 是 
plz, à) > ( Jem 当 z 一 ceo 时 (14.11) 
和 
ple, à) 一 ( 1 ) eA 当 z 一 co 时 (14.12) 


~ ~ 


以 上 由 边 值 条 件 定义 的 $(z, A),0(2, A) yle, A) 和 w(x, 入 ), BAA 
程 (13.13) 的 约 斯 特 解 . 由 于 (x, A) 和 O(a, A) 的 渐 近 行为 不 同 ， 
所 以 它们 是 方程 (13.13) 在 和 取 实 数值 时 的 两 个 独立 解 . 同 理 可 
以 得 到 ，Y(z, A) 和 %(z, A) 也 是 两 个 独立 解 . 由 于 方程 (13.13) 是 
二 分 量 的 一 阶 微分 方程 ， 方 程 (13.13) 只 有 两 个 独立 解 . 所 以 ， 
以 上 两 组 独立 解 彼此 可 以 表 为 线性 组 合 . 

引入 834 (Monodromy ) #6 E T(A), 


(x, à) = (2, AJTO), (14.13) 
式 中 i 
T(X) = | ob DlA) ) (14.14) 
NDA) a(t, A) 


pix, A) = a V(r, A) + (AY (a, d) (14.15) 
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G(x, A) = —b(A)d(z, A) + A) YL, A). 
当 入 为 实数 时 ， 容 易 看 出 ， 


02 了 (2, 和 jos = L(z, A). 


(14.16) 


(14.17) 


所 以 a25(z, 和 A)oz 也 满足 方程 (13.13), 而 且 与 S(x, A) 的 边界 条 件 


一 样 ， 所 以 
aoz (z, Ajo = G(z,X), 


或 以 二 分 量 解 写 出 
h(x, À) = io2$lz, A). 


同 理 ， 有 

a2 P(x, Ajo = V (2, A), 
或 以 二 分 量 解 写 出 

w(x, A) = ~ioey(a, À). 

a2T(A)o2 = T(A), 
Bp 
&(A)=a(r), ÈA) = b0). 
由 (13.13) 可 见 0, det (x, A) = 0, 因而 容易 得 到 
det (x, à) = det W(x, A) = det F(z, A) = 1. 
所 以 
det T(A) = 1, 


Bp 
le(A) + eVP = 1 


(14.18) 


(14.19) 


(14.20) 


(14.21) 


(14.22) 


(14.23) 


(14.24) 


(14.25) 


(14.26) 
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由 于 (14.24), RIE SRK TA) 和 到 (a, A). 于 是 得 到 


P(r, à) = D(z, ATHA), 


即 
(x, A) = àlt, A) P(x, A) — b(t, A)A(z, A), 
(x, A) = b(t, A)b(w, A) + a(t, G(r, A). 
同样 ， 可 得 
T(A) = Pz, A) B(x, ), 
Bp 
a(à) = W [g(z, à), (z, d)}, 
b(A) = W[v(2, à), $(z, A)], 
&(A) = W[v(x, A), (z, A)] 
和 


b(A) = W[d(2, A), Piz, d)). 
这 里 ， 朗 斯 基 行 列 式 为 
W [p(z A), y(x, A)] = det (g(x, A) (a, d)). 
将 (14.15) 改写 为 
a(A) A(z, A) = d(x, A) 十 7(A)%(z, 和)， 
式 中 


r(A) = mat 


(14.36) 有 简单 的 物理 解释 ， 当 zx 一 co 时 ， 右 端 趋 于 


Ca) 
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(14.27) 


(14.28) 
(14.29) 


(14.30) 


(14.31) 
(14.32) 


(14.33) 


(14.34) 


(14.35) 


(14.36) 


(14.37) 


ž z= -œ j, Aw F 


alà) ( 1 ) 


由 此 可 以 解释 如 下 ; 左 行 波 ( 。 Je 从 有 方 入 射 ， 经 过 位 的 
作用 ， 一 部 分 oA)! ( 0 Je 透射 到 左 方 ， 为 透射 波 ， 另 一 


BAO ( 1 )e 被 反射 回 方 ， 为 反射 波 ， 由 (14.26) 容易 


得 到 
\t(A)|? — PA) = 1, (14.38) 


式 中 
t(A) = a(l AV}. (14.39) 


(14.38) 与 通常 的 概率 守恒 所 得 的 , 如 第 1 章 KdV 方程 中 的 (2.14), 
AR, AAEM LPB BRS. 


§15 4Hee HEHE 


由 (145), 可 以 得 到 下 列 积分 方程 
BeA = g Jeers emo Ny (15. 


不 难看 出 ，!15.1) 满足 边界 条 件 (14.4) 和 方程 (13.13). 方程 (15.1) 
Are Su, A 


$a(a,) =e? 4 f -e A—Wa(y)do(y,AVdy (15.2) 


blza) =~ f eMe- by A) dy. (15.3) 
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引入 函数 
plx, A) = br, AJ. (15.4) 
由 (15.2) 和 (15.3), 得 


~ z y m . > 
91{(7, 和 A)=1— J f ulyjulzje hi (z, Adzdy. (15.5) 
应 用 迭代 ， 可 以 得 到 诺 依 曼 展开 ， 


4i(z, AN) =1- f J u(r1i)u(z2)e Nr 72) dary dary 


T £i r? Ta 
十 J J J / u(x )u(w2)e'?*—72) 


u(r3) u(ra)e NTs .4) dæ, dxs dr2 dx1 
+. (15.6) 


> Tr £i 
| 页 (z, A)| <1 + | f lu(zi) lu(r2)| dr2 dri 


ff ff ee 


. {u(agz}|lu(a4)| dza dx3 dx2 dx 十 ……， (15.7) 
利用 交换 积分 次 序 等 手续 ， 可 以 得 到 


< 1 1 
| 和 (zz < 1+ Mey + M(x)" 十 -< Mle) (15.8) 


式 中 
M(z)= / ld (15.9) 
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45 u(x) 是 绝对 可 积 的 ， 即 


M(co) = J lu(y)| dy < œ, (15.10) 
则 诺 依 曼 展 开 式 (15.6) 对 于 Im > 0 BAKA BU a 
i. 因而 在 复 入 的 上 半 半 面 定义 一 个 解析 函数 . 所 以 hile, A), 因 
而 pils, A) 可 以 解析 延 拓 到 复 和 的 上 半 平 面 ， 同样 地 ， $2(zx, À) 
也 可 以 解析 延 拓 到 复 和 的 上 半 平 面 . 这 样 ole, A) 可 以 解析 延 拓 
到 复 和 的 上 半 平 面 ， 同 理 ，%(z,A) 也 可 以 解析 延 拓 到 复 和 的 上 
半 平 面 ， 由 (14.30),a(A) 可 以 解析 延 拓 到 复 和 的 上 半 平 面 . 

类 似 地 可 以 证 明 ， gz,A)、w(z, 和 ) 和 ACA) 可 以 解析 延 拓 到 
和 的 下 半 平 面 、 但 (A) 和 (A) 一 般 不 能 解析 延 拓 到 实 轴 之 外 . 

当 入 取 复 值 时 ， 以 上 某 些 公式 要 修改 ， 如 (14.20), (14.21) 
和 (14.23) 的 第 一 式 ， 分 别 改 为 


plz, À) = iogd(z, À), (15.11) 
ob(z, À) = ~iozplz, À) (15.12) 

和 — 
alà) = a(d). (15.13) 


§16 ARR RELA AH a( 入 ) 的 表示 式 


我 们 现在 来 看 在 入 上 半 平 面 的 O(a, A) 当 Al > oo 时 的 渐 近 
TH. H (13.13), 有 


Piz = —tAdr + ude, 2e = tAd2 ~ Ud). (16.1) 
从 此 二 式 中 消去 加, 得 
(diz +iAdi)s — — (Øra + iga) 
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= ià (ir + iàgi) — |u|? dy. 
引入 一 个 待定 的 函数 $(z, A), 使 


gi(z,A) = el Pet), 


代入 (16.2) 5, 48 


$2 后 bes 一 i2A9, 一 — bs + luj? = 0, 


即 


(2A = u’ +u (£) + |ul?, 
U? « 


式 中 
H= or. 
由 (16.1) 可 见 ， 当 |A| -co 时 ， 有 


¢>0, 页 一 0. 


所 以 ， 几 可 以 展开 为 


(16.7) 说 明 ， Hp = 0. 代入 (16.5), 得 


pa = |ul?, H2 = Uz 
和 
j= (A) + XO pulm 
l+m=j 
由 此 式 又 得 到 
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(16.2) 


(16.3) 


(16.4) 


(16.5) 


(16.6) 


(16.7) 


(16.8) 


(16.9) 


(16.10) 


(16.11) 


Ha = Utigen + Au uü, + |u} uzt. (16.12) 
由 此 ， 我 们 可 以 得 到 相应 的 $ 的 展开 式 


、 oo d; 
$ = 2 CONE (16.13) 
och, Be 
b= J ul dy. (16.14) 


REA (161), 当 A> oo Bt, ESA LEPE, A 
bila Ne = 1455 Pao eas) 


和 
1 


i2A 
类 似 地 ， 当 |A| 一 ooh, ERA EPR. A 


palz, Aje" = —u(z) + O(|A|~?). (16.16) 


Un (a, Aje = ay ule) + O(A?) (16.17) 
各 
pale, Ae =1 + ai 站 lu(y)|? dy + O(|Al~*). (16.18) 
同 理 ， 当 | 一 ce 时 ， 在 复 和 下 半 平 面 ， 有 
Jile, Je = aul) + O(A?) (16.19) 
和 


polz, Aje 一 1 一 a |u(y)|? dy + O(|A|~?). (16.20) 


47 


MAL oo MN, FER A FYFE. A 


T 1AT 1 一 
Jie A= S udut oA) (16.21) 


Bale, Ne = -uz) + O(A?) (16.22) 


1 
i2À 
在 入 的 上 半 平 面 ， 而 | 一 co 时 ， 有 
a(A)=1+ =y J. lu dy + O(|A|~?). (16.23) 
MA ASEH, H | 一 ceo 时 ， 则 由 (14.26) MER, 4 
b(A) = O(jA|7?). (16.24) 


由 于 解析 函数 只 可 能 有 零点 . BoA EANELE ERAS 
Fa A1, A2, … Any 则 


a(An) = 0, Im àn > 0. (16.25) 
由 (14.31), g(x, A) 和 d(x, >) 成 比例 ， 考 虑 到 (14.16), 所 以 可 得 
lT, An) = bnh(z, An); (16.26) 


AP bn 独立 于 z. 
与 前 面 KdV 方程 不 同 ， a( 和 ) 的 零点 不 一 定 是 简单 零点 ， 
但 我 们 只 限于 简单 零点 的 情况 ， 即 假定 


(An) #0, (An) = ONNE (16.27) 


于 是 a( 和 A) 的 表示 式 ， 就 与 前 面 讨 论 KdV 方程 的 情况 完全 一 样 ， 
(4.25) 可 以 照搬 过 来 ， 


N 
ES a rc 1 f° mla)? 4, 
a(X} = Il Vou, exp E J. SSN dA >. (16.28) 
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要 修改 的 仅仅 是 : (4.25) 中 alk) 的 零点 kr 位 于 复 的 上 半 平 
面 的 虚 轴 上 ， 这 里 oA) 的 零点 An 位 于 复 入 的 上 半 平 面 , 但 不 必 


在 虚 轴 上 . 


由 (15.13) 可 见 ，》X 是 aA) 的 零点 . 注意 (14.33) 和 (14.16), 


得 
d(x, An) = —~brb(a, Àn), 


AP bn, 为 比例 常数 ， 由 (15.11) 和 (15.12), 可 见 


bn = bn. 


§17 PAE - 沙巴 特 反 散 射 方程 


考虑 2 x 2 矩阵 F(a, A) Fl F(z, A) 
F(x, 和 ) = (gz， à) p(z, )), 
F(a, A) = (b(a, x) $(z, d)), 
我 们 可 得 
F(x, An) = (2, An)(bn 1), 
F(a, Xm) = U£, Am) — bm). 
再 定义 
| a(\)~1F (2, A), 当 ImA > 0 时 ; 
O(z,A)= 4 . 
F(z, A), 4ImA < Off. 


(16.29) 


(16.30) 


(17.1) 


(17.2) 


(17.3) 


a(\)-1 F(z, A) 在 入 的 上 半 平 面 , 除了 在 XM 有 简单 极点 外 ， 处 处 
解析 . PaA 在 下 半 平 面 解析 . ”96(z, 入 ) 在 实 轴 处 有 跃 度 


a(d)~ F(a, A) — F(z, A) 
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= a(d)7} (bw(z, A) b(d)o(z, A)) . (17.4) 
在 上 和 下 半 平 面 ， @(z, 和 X) 有 极限 
{(e,)B-(z,Ax)- 1} = OAT, 3 A] > oot 
(17.5) 
这 里 E(x, A) 的 定义 见 (14.2), 7 是 2 x 2 的 单位 矩阵 . 
应 用 柯 西 公式 ， 得 


@(2,A)E7!(2,A) -I= 3 Oe eD y, (17.6) 
积分 路 径 是 : 上 下 平面 沿 实 轴 和 无 穷 远 处 的 半圆 弧 组 成 的 两 个 反 
时 针 回 路 , 和 绕 每 一 个 An 的 顺 时 针 的 小 圆 7。. 也 就 是 如 图 5-1( 第 
14 页 ), 不 过 那里 的 小 圆 的 圆心 都 在 虚 轴 上 ， 这 里 没有 这 样 的 限 
fil : 
由 于 (17.5), 大 贺 弧 的 积分 可 以 略 去 ， 所 以 上 式 的 右 端 化 为 
在 各 个 点 An 处 的 留 数 
Af O(a, ME“ '(x,Nx) — I 


dX (17.7) 


i127 入 一 从 


之 和 R(x, A) 加 上 连续 谱 部 分 J(z,A)， 


1 [> (B(A Nola, A) bN Yle, ANJE EA), 
这 里 rn 表示 绕 aA) 的 零点 An 的 小 圆 绕 rn 的 积分 是 
1 1 - 
a AE AE *(@, Àn) 
=i Yan MT An)(bn 1)E™ (zx, An), (17.9) 
式 中 
an = ia(r,). (17.10) 
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这 样 ， 就 得 到 


P(T, An)(bn IVE (z, An). (17.11) 


R(w,A) =i 


将 (17.8) 和 (17.11) 代入 (17.4), 得 到 
@(x,A) = D(z, A)E(z, ), (17.12) 
这 里 
D(x,A) = I + R(x, A) + J(z,àÀ). (17.13) 
若 入 是 下 半 平 面 的 点 ， 则 (17.12) 为 
F(a,\) = D(z, A)E(z, A). (17.14) 
这 时 ， 若 和 是 实 的 ， 我 们 就 理解 为 和 一 各, 即 和 由 下 半 平 面 趋 于 
实 轴 . (17.14) 就 是 NLS 方程 的 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散 射 方程 . 
由 (16.22), 得 


u(x) = jim (42A) q(x, Aje. (17.15) 


以 (17.14) 的 第 二 分 量 代 入 ， 得 


u(x) = 2{R21(z) + Jo (x)}. (17.16) 
ix 
Roy(z) = jim iAR21 (z, A) (17.17) 
和 
J21 (7) 三 jim iàJz (2, AÀ). (17.18) 
因此 ， 有 
R21(7) = ` cnuaz(2， Anew? (17.19) 


n=} 
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Jale) = f Oale aea, (17.20) 
这 里 
bn 
Cn = an (17.21) 


Hy (16.21), 得 


J lu{y)|? dy = 一 dim (@2A)v1 (x, A)e*. (17.22) 
以 (17.14) 的 第 一 分 量 代入 ， 得 
lu(a) |? = 2£ {Ru (a) + Jus(a)}, (17.23) 


AP Rule) A Jule) 的 表示 式 类 似 于 (17.19) 和 (17.20), 只 是 将 
bo FRM yr. 


818 散射 数据 随时 间 的 演化 


在 以 上 的 讨论 中 ， 时 间 t 我 们 往往 赂 去 不 写 ， 事 实 上 ， 应 
当 写 上 .例如 (14.15) 就 应 当 写 作 
o(z,t,d) = a(t, ND, ty A) + b(t, NY(z,t, A). (18.1) 


但 是 ， 此 t+ 仍 只 是 一 个 纯 参 数 ， 因 为 我 们 未 能 决定 式 中 有 关 的 量 
如 何 随 它 变化 . 现在 来 看 如 何 利用 第 二 个 拉克 斯 方程 来 决定 . 


约 斯 特 解 (et) 由 于 当 = - -oo 时 趋 于 (5 Je. 它 
独立 于 上 所 以 不 能 满足 第 二 个 拉克 斯 方程 我们 引入 一 个 依赖 
于 t HA REZ ALD), 使 得 

{d; — M(2,t, AJ} A(t, A)G(z,t, A) = 0. (18.2) 
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取 极 限 x 一 —00, 得 


{3 + i2A703} h(t, A) ( R ) ez 一 0， (18.3) 
pJ 
hilt, A) + 72d? h(t, A) = 0. (18.4) 
所 以 得 到 
h(t, A) = eit, (18.5) 


考虑 到 时 间 的 相依 ， 约 斯 特 解 


o(z,t,r), (z,t,r), (2,t,A), vr,t, A) 


分 别 换 成 
A(t,A)d(z,t,A), htt, A) Ma, t, A), 
h(t, A)P(a,t,A), -A7*(t, A)b(a, t, A). 


IEL h(t, A) R (18.1), 再 以 算 子 {2 —M (x,t, à)} EA, W 
z> oo 的 极限 ， 这 时 右 端 成 为 


{ 8; + i2A% a3 } h(t, A) fatta ( 1 ) vide 


+b(t, A) ( 1 Jer | =0, (18.6) 


" A,{h(t, )a(t, \)} + i2A2h(t, A)a(t, A) = 0 (18.7) 
和 
O,{ h(t, A)b(t, AT 一 这 和 XRD A) = 0. (18.8) 
注意 h(t, A) 的 表示 式 (18.5), 就 得 到 
a(t, 4) = a(0, A) = a(A) (18.9) 
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b(t, A) = B(0, Pet = b(A)e***. (18.10) 
类 似 地 ， (15.26) 应 写作 
olg, t, An) = bn(t) p(t, An), (18.11) 


以 A(t, An) RES, RUBE {A - M(z,t, Aw)} EA, Be > oo 
的 极限 ， 得 


{O + i2\2.03} A(t, An)bn(t) ( 1 } einz — À, (18.12) 
即 
bns(t) — 142, (t) = 0. (18.13) 
所 以 得 
ba(t} = bn (Oe tnt = bre rat, (18.14) 
于 是 得 到 
cn (t) = cn (Oe n* = cneitAnt， (18,15) 
我 们 看 到 ， 只 要 将 反 散 射 方程 中 所 含 的 量 ， 即 散射 数据 
S = {r(A), en, An} (18.16) 
换 成 
S(t) = {r(0, A)e*"*, c,(O)e=*, An}, (18.17) 
就 得 到 含 时 间 的 结果 ， 
§19. 1LAt# 


作为 第 一 个 实例 ， 现 在 来 看 无 反射 r(A)=0 且 N=1 的 情 
OL. 我们 不 但 要 求 出 此 时 NLS 方程 的 解 ， 1- 孤子 解 ， 而 且 要 求 
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出 此 时 的 约 斯 特 解 .后 者 将 在 含 修 正 项 的 NLS 方程 的 微 扰 理论 
中 用 到 . 这 时 ， (17.14) 的 第 一 列 为 


T 1 ~ir . iix tA 
w(x,A) = ( 0 entry TT Yu cy (az, Axe AT e—tAz (19.1) 
ap 


€141(z, dye eT (19.2) 


W(x, A) = e75 十 ix = 


1 i tha 
Xo cy o(z, Ajete, (19.3) 


利用 关系 (15.12), Æ (19.2) 中 了 到 入 = 和 ,得 


pals, A) =i 


palz, A) =e? 43 cri (a, Ajeti, (19.4) 


1 
Al 一 人 
在 (19.3) 中 取 入 = Ai BURBLH, B 


p(z, Ajet Ave (19.5) 


1 
— àl = —i = 
p(z, 1) Ey — À 


这 两 式 是 包含 待 求 的 量 ple, A) 和 jee) 的 线 代数 方程 
组 ， 由 克 莱 姆 法 则 容易 得 到 


——— Í 3 
polz, `) = ge (19.6) 
和 
l, 1 = piii )r p ie 
p(z, A1) = ay _ Wi € ; (19.7) 
式 中 
l i —r,)2 
A= 1+ Ee (19.8) 
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为 简化 表述 ， 引 入 记号 
folz, À) = etA 


和 
2_, (Cl 2 
fi = ty fos) . 
由 于 此 时 
入 一 入 
alà) = You 


和 cy 的 定义 (17.21), 容易 看 出 
f? = -bi fo(Ar)’. 


我 们 得 到 
1 —ihyr 
palz, A1) Waray 
和 — 
— f? ià 
pilz, à) = — I Fee 


代 回 到 (19.1) 和 (19.2), 得 


和 A] 一 Ài | fal? —iÀT 


€ 


v1 (x, 入) = ete + 


入 一 AL 1+ [fil* 
和 x 2 
~ AN fi ~ide 
ylz, à) = -5 1 二 | 万 
于 是 得 7 
o, -~ B 
uy = i(A1 一 DIFIR 
代入 (17.23), 得 


d f. x |fal* 
|u(x)|? = 2 元 fios 一 wrt} . 
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(19.9) 


(19.10) 


(19.11) 


(19.12) 


(19.13) 


(19.14) 


(19.15) 


(19.16) 


(19.16) 


(19.17) 


利用 关系 (15.12), 得 


pi (a, A1) == it zee 
IT 十 | 月 | 


x= tA D 
pals, ) e + 入 一 六 1+ lA 


J. 4 . 
vi At | fi ert 


(19.18) 


(19.19) 


p(z, 入) 等 可 由 (17.14) 的 第 2 列 得 出 . 但 是 ， 由 于 我 们 讨论 
的 是 无 反射 情况 ， 所 以 很 容易 由 以 上 几 式 得 出 . 这 时 ， 有 


plz, A) = ca(A)%(z,A) 
和 o~ 

p(z, A) = a(A)¥(z, A). 
以 (19.15) SRA, 


— pide Al 一 人 1 1 —idkz 
o1(2, A) € + à — Ài 1HE 
和 
oa f? i 
Ol) = NTs LAr 
同样 ， 得 到 
7 — M- Ë o 
flea) = AE 
和 
7 _ tA Ai 一 Ai I the 
palma) =e + IN TS ALS 
于 是 又 有 
_ [filt —~iA, gr 
é1(z, Ax) 一 1+ race 


(19.20) 


(19.21) 


(19.22) 


(19.23) 


(19.24) 


(19.25) 


(19.26) 


2 . 
tale) = -g pe (19.27) 


H lz, à) A yle, `) 的 上 列 显 式 之 比 ， 得 


by = — fe he, (19.28) 
它 显然 与 z EX. 
引入 记号 

f? 一 ete, (19.29) 

式 中 
py = Qe + 4(p2 — vi)t + dio, (19.30) 
01 = 2r (x 一 zı + 4mt), (19.31) 
Al = Hı + WV}, (19.32) 


这 里 z1 Ado 是 实 常数 . 可 以 将 以 上 各 式 用 O Ao. 等 表示 出 
来 ， 例 如 

ty = —2v1 sech 01e 一 21 . (19.33) 
这 是 NLS 方程 的 1- 孤子 解 的 已 知 的 表 式 . 由 (19.28) 可 得 


by = e?ii tiio, (19.34) 


8 20 无 反射 情况 


(17.14) 是 一 组 线 代数 - 积分 方程 ， 至 今 也 没有 办 法 解 出 ， 
但 在 无 反射 情况 ， r(A) = 0, 得 到 了 显 式 解 . 我 们 看 到 ， 这 时 以 
上 的 公式 有 些 要 大 大 简化 . 例如 (17.16) 化 为 


uy = 2 》 En b2(An) fol, àn). (20.1) 


n=l 
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在 (17.14) 中 取 à = Am, 注意 到 (17.2), 得 
W(z, Mn) (1 — bm) = E(x, Xm) 


N 


+i >> 


n=l 


其 第 一 行 可 以 写作 


az wr, Àn)(bn 1)E7*(2,An)E(z,Am). (20.2) 


Am 一 An 


—%1 (Am) = > i, x, cn vel n) fo(An) fo(Am) (20.3) 


和 


N 


bom) = fo(m) +O 区 一 CrP (An) fo(An) fo Nm). (20.4) 
显然 这 是 一 个 2N 个 未 知 量 ， ON 个 方程 的 线 代数 方程 组 . 

由 (20.2) 我 们 还 可 以 求 得 另 一 组 线 代数 方程 组 . 以 (5w 1)7 
从 右边 乘 它 ， 得 到 


‘(by IEW! (2, An) E(2,Am)(8m 1)7. (20.5) 


注意 因子 (bn 1)ET (2, An)E(z,\m)(bm 1)? 不 是 矩阵 ， 而 是 一 
函数 ， 所 以 上 式 为 两 个 独立 的 线 代数 方程 组 ， 一 含 如 (zx, Anh A 
A palt, An), BAN 个 方程 ， 它们 彼此 独立 . .方程 (20.5) 也 可 
以 由 黎 曼 问题 方法 ( 见 参考 文献 中 所 引 的 书 [12]) SB), 它 是 含 极 
点 的 黎 曼 和 矩阵 (BI F(x, An)) 所 满足 的 方程 . 它 也 可 以 用 来 求 孤子 
解 . 但 需要 特殊 的 技巧 才能 求 出 显 式 解 ， 这 里 我 们 不 去 讨论 . 
我 们 现在 来 求解 方程 组 (20.3) 和 (20.4). 先 写成 矩阵 形式 ， 
引入 矩阵 记号 
Gn = Ven fo(An); (20.6) 
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Vin = Ven Yin), (20.7) 
Bam = Gn im., 20.8 
5 (20.8) 


式 中 
pn = i)n. (20.9) 


FE (20.3) 和 (20.4) 可 以 分 别 写作 


Yim = 》 2n Bnm (20.10) 
n=l 
和 
Vom = m~ >) VinBmn- (20.11) 
n=1 
它们 又 可 以 分 别 写 成 矩阵 形式 ， 
ři = WB, (20.12) 
Ë, = 5— PBT. (20.13) 
(20.1) 现在 表 为 
ty 一 2 》 Vongn = 2029". (20.14) 
- n=1 


将 (20.12) 和 (20.13) 代入 ， 得 
uy = 29(1 + BBT)~197 = 2tr{(I + BB™)~1g79}. (20.15) 
利用 行列 式 的 算法 ， 又 得 


` „fdet(I + BB? +979) 
un = (Be —1>. (20.16) 


类 似 地 ， 为 了 得 到 jusle), 利用 (17.23), 需要 计算 


N . 
2R11 =2 9 Vingn = 2 Wg7. (20.17) 


n=l 
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由 (20.12) 和 (20.13) 得 

2Ry = 29(1 + BB") Bg = 2tr {(I + BBT) Bgg}. (20.18) 
如 果 由 (20.16) 已 求 得 un, 这 式 就 不 必 算 了 . 但 由 它 和 (17.23) 可 
直接 给 出 |wx(z) 所 ,便于 显示 N- 孤子 解 的 模 的 图 . 


8 21 N-ATHRES 


利用 线 代数 计算 ， (12.16) 可 以 写作 
u=? det(J + R’) — det(I + R) 


ne FR ， (212) 

这 里 
R= 万 BT (21.2) 
R'=R+4+ 9°79. (21.3) 


det(I+ R) 可 以 展开 为 


N 
det{] +R)=1+ 5 > R(ni,n2,..., nr), (21.4) 


r=li<ny<--<n,<Nn 


式 中 R(n1, n2, a) Rr) 是 主子 式 ， 即 矩 阵 R 保留 第 (n1, M2, ne Nr) 
行 和 第 (nina, ` , Mr) 列 后 的 子 矩 阵 的 行列 式 ， 利用 线 代 数 中 的 
IER - 柯 西 (Binet-Cauchy) 公式 ， 我 们 有 


及 (mm22 nr) = 


B(ny, ma nr M1 m2 Mpy. (21.5) 
1l<mi<<mr Qn 


注意 (9.16), 由 于 Bin 的 特殊 形式 ， (12.8), 我 们 有 
B(ni na nri Mi, M2, Mr) 
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= Jf nIm (Pn + Pm)? II (Pn 一 Dn’ ) (Pm 一 Dm), (21.6) 


nen! mem’ 
这 里 
nn E {n1 n2, pr mm €{my,m2,:--,m,}. (21.7) 
为 了 计算 det( 了 +R’), BF 
R’ = BB", (21.8) 
这 里 B' 是 一 个 NN x (N 十 1) 矩阵 ， 它 的 元 是 
Bro = Gn n=1,2,---,N, (21.9) 
BL = Bam, nm=1,2,..,N. (21.10) 
利用 比 奈 - 柯 西 公式 ， 有 
R'(ni,n2,. ,nr) = 


y B' (ny, na Nri MI M2 ,mr ). (21.11) 
OSMI LLM EN 
右 端的 求 和 显然 可 以 分 为 两 部 分 : 一 部 分 为 m = 0, 另 一 部 分 
mi 之 1. 第 二 部 分 正 是 R(ny, M2, ° + Np). 因此 得 


det(I + R’) ~ det(I + R) = 


> > > B' (ni, M2, ,nr;0, ma, , mre). 


r=] 1<n LLN EN loomed <mr CN 


(21.12) 
利用 与 导出 (21.6) 相似 的 手续 ， 我 们 得 到 


t a 
B (n1, 722， Nri 0, M2, , Mr) 


= I] gngm (Pn 一 Pm) [J (Pn —Pn')(Pm 一 Pm’); (21.13) 


non! mcm! 
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这 里 
n,n’ € {ni,n2,.., Nr}, m,m € {m2, ,mr 上 
因此 ， 我 们 得 到 了 det + R) 的 显 式 . 
N- 孤子 解 的 最 后 的 表 式 
. v. 


Un = 2 
N 


其 中 W = det(I + R) X 


Wy =1+ 5 5 > 


TZI ILN <<ne <n ILMIK IMr on 


Wy (n1, n2, try Mp, MI, M2, Mr), 


外 
+ 


Wy (nina. tty My; Mi, M2, ,Mr) 


一 (-1)’ II an fear) (An 一 Am)” 


n,m 


这 里 引入 SARE gn， 
f = —anga = —bn fo(An)’. 
类 似 地 ， Vy =det( +R’) 一 det(F+ R) 又 为 
w=} È D 
r=1 IIn Le Ln LN Lm <mr SN 


Vu (nian te; 0, M2, Mr), 


其 中 


Vu (ny, na Nr; 0, 27nr) 


(21.14) 


(21.15) 


(21.16) 


(21.17) 


(21,18) 


(21.19) 
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ety J| an Ror fm An Am)” 


nym 


T] Gr in An- Am)’. (21.20) 
nen mcm! 
(21.20) 和 (21.17) 形式 上 相似 ， 但 它们 是 完全 不 同 的 .因为 各 自 
的 指标 分 别 满足 (21.14) 和 (21.7). 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 NLS 方程 
的 N- 孤子 解 的 显 式 . 


通常 将 (21.18) HH 

f2 = etpne Om, (21.21) 

式 中 
Pn = 2HnZ 十 4(u2 一 v )t + Ono, (21.22) 
bn 一 2znfZ — En + Sunt), (21.23) 
An = Ln + Vn (21.24) 

和 

bn = etn Tn tión, (21.25) 


我 们 来 看 (20.18). 由 (17.23), 这 一 式 应 是 实 的 . 由 (12.8), 有 


B=B, B=B’ (21.26) 
和 
0,B=§'9, OB =9g 5. (21.27) 
所 以 (21.17) 为 
2Ri1 = 2tr{ (I + BBT)-1BB/)}. (21.28) 


注意 矩阵 的 转 置 运算 与 逆 运 算是 对 易 的 ， 和 求 迹 运算 中 的 因子 的 
次 序 是 轮换 不 变 的 ， 对 上 式 取 转 置 ， 得 


2R11 = 2tr{(I+ BB") 1B,B*}. (21.29) 
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因而 
2PRi = tr{(I + BBT) (BBT + BBT)} 


= tr{(I + BBT)'(BB’),}. (21.30) 
由 行列 式 算法 ， 得 到 
2Riy = £ In det( + BB’). (21.31) 
于 是 ， (17.23) 为 
2 


d d 
ju(ar)|? = Ta ln det(I + BB?) = 


= Tan Wy, (21.32) 


式 中 Wy A (21.16). 由 (21.17), 显然 上 式 右 端 是 实 的 . 


§ 22 2- 英子 解 的 显 趟 


a, = i(A; —Ay)7* = (2r,)7?, (22.1) 
Wi =14+W,(1;1) =14)f,\* =14+ 67%, (22.2) 
Vi = VA(1;0) = -2r = ~in e 0, (22.3) 
因此 得 到 | 
Uy = —21 sechO,e7'*?. (22.4) 


这 是 NLS 方程 的 1- 孤子 解 的 已 知 的 表 式 ， 由 (21.27) 和 (22.2), 
得 
lu(z)| = 4v? sech 201. (22.5) 
当 N=2 时 ， 有 
Ay — A2 


Or aj =H) me 
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A2 一 A1 


ag 一 Ta- MA2- A2) (22.7) 
这 时 ， (21.19) 成 为 
Wa = 1 + Wa(1; 1) + W2(2; 2) 
+ Wo(1;2) + Wo(2;1) + W2(1,2; 1,2). (22.8) 
也 就 是 
M Ay À 
W, — 1+ i, |4 . 
Ai — Aq)(Ag 一 人 入 
Or TAA 22) (pg + BREA felt (22.9) 
[Ai ~ Àz] 
利 


Vo = V2(1;0) + Va(2;0) + (1, 2;0,2) + Vz(1, 2;0,1) 


-iz M-A 
-0-3 (2 + ace 并 
`] 
+(A2 — Az) te Sy gint) fa (22.10) 
因此 得 到 NLS 方程 的 2- 孤子 解 . 
u = 22, (22.11) 
2 


这 里 
Da = [(p1 — po)? +? + v3] 
+ 21, v| thith 一 sech 6, sech 62 cos(y; 一 p2)] (22.12) 
和 
Na = {f(m — we)? + v? — v2) — i2v2 (p41 一 ji2)thO2} 14 sech O1e—i?! 
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+ {[(Ha = pe)? — vi + v2] + 1201 (py ~ wa)thO, } va sech 92e 2? 


(22.13) 
§ 23 -孤子 解 的 渐 近 行为 
将 (19.16) 写成 

On = Unit — En ~ Unt), (23.1) 

这 里 vn = Aln. 设 vn 都 是 正 的 ， 且 jp 满足 
Hı <S Ha << HN, (23.2) 

这 样 就 有 

v > t >c > Uy. (23.3) 


以 Qn 表示 L = TEn + Unt 的 邻 域 ， 即 Qn 包含 与 Ln t Unt AR 
WAR. St too 时 ， 这 些 邻 域 彼此 分 开 从 左 到 右 如 


My Nui Rya M. (23.4) 
在 邻 域 N2 中 ， 
L— Ly — Unt > 一 oo， E n<), (23.5) 
E. 
[ful > +00. (23.6) 
类 似 地 ， 有 
T— Em — Vmt > +00, A m>j, (23.7) 
|fm| > 0. (23.8) 


Wy » Wa (1,2, 7 — 1; 1,2,--:,7~1) 
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+ Wil, 2,--+ 49; 1,2,---,9), (23.9) 


和 
Vy & Vy (1, 2,. j; 0,1,..….,7 ~ 1), (23.10) 


因为 这 时 只 保留 正比 于 ilat fi-l 的 项 . 
将 (21.17) 和 (21.20) 代入 ， 得 


Wy ~ (~1)77? I] |fn| (An = An)? HH [An 一 An! 上 


non! 


{1 ~— [fl [PAs -Anl Aj- Mal AD; - A3)7?} (23.11) 


和 
Vy i(t Tlf An) TE An — An l4 
n,n! n<n! 
-97 IG; 一 An)?(A; 7 An)~?, (23.12) 
ix 
n,n’ € {1,2,---,j- 1}. (23.13) 
因此 ， 当 t 一 -+co 时 ， 在 邻 域 2; 中 ， N- 孤子 解 近似 为 
fir? 
n S ~i2(A; 一 站 一 一 一 一 一 ， 23.14 
u 22(A; | ( ) 
这 里 
FV? = Pajp, (23.15) 
j-1 
An 
a; = II Loa. (23.16) 
_ Tr Ayam 
8; = II Y en (23.17) 
m=j+1 
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也 就 是 ， 
Un % —2v; sech [2v; (æ — 2; ~ vjt — As) 


 exp{—i2[ujx + 2(u? — v3)t+ djo +55" J}, (23.18) 


这 里 
十 )2 . 
fs 2 一 f? exp{ióf" 十 Dj Ag}, | (23.19) 
1 
6+) = = (ergo; ~ arg b), (23.20) 
1 
Ag\*) = z” (In last — n18). (23.21) 


类 似 地 ， 当 + 一 -oo Ht, FERRO, N- 孤子 解 近似 为 


用 
uy © —12(A; — A), (23.22) 
N 了 J i+ (fOr 
这 里 
fy” = fRa5*B;, (23.23) 
也 就 是 ， | 
Uy % 一 27j sech (av, (a — 2; — vit— Ac‘) 
 exp{—i2[aja + 2(u2 — v9 )t + djo + OL }}, (23.24) 
ix 
FOO? = fe expli +; Ari}, (23.25) 
(-) — _ (+) 
0; = —ő; (23.26) 
Azi = Arlt). (23.27) 


我 们 已 经 看 到 , 具有 不 同 速度 的 孤子 , 若 在 上 一 -co 时 彼此 
分 开 , 在 相互 作用 后 , 在 + 一 十 ce 时 , 又 成 为 彼此 分 开 的 孤子 , É 
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状 和 速度 都 不 变 , 只 是 发 生 了 孤子 中 心 的 附加 移动 和 附加 相 移 . 
对 于 第 7 个 扳 子 ， 它 们 分 别 是 


Ar; = Aa\*) — Ag! = v7 (lnja;] — In |8;)), (23.28) 


ô; = H 一 6) = arg œ; — arg fj. (23.29) 


8 24 KIRHBE 


求 得 了 NLS 方程 的 板子 解 后 ， 是 否 可 以 验证 呢 ? 对 1- g 
子 解 可 以 直接 代入 验算 . 对 N- 孤子 解 ， 这 种 办 法 是 不 行 的 . 现 
在 我 们 给 出 一 种 方法 ， 它 是 从 黎 曼 问题 方法 中 借用 过 来 的 

前 面 在 散射 数据 随时 间 的 演化 的 推演 时 讲 过 ， 考 虑 到 时 间 
的 相依 ， 约 斯 特 解 需 作 代 换 .引入 代 换 


E(x, à) > E(z,t, à) = eT IATHA t)os (24.1) 


并 以 y(z,t, 入) 等 表示 作 了 代 换 后 的 约 斯 特 解 ， (17.1) 和 (17.2) 
将 改 为 


F(z,t,A) = (¢(z,t,A) v(2,t,d)), (24.2) 
F(z,t,r) = (V(r,t, à) $lx, t, A)) (24.3) 
F(z,t, An) = Y(z, t, An)(bn 1), (24.4) 
F(x,t, Xn) = ¥(2,t, An)(1 — bn), (24.5) 


这 里 bn 是 一 个 常数 ， 不 依赖 于 t. 由 (15.11) 得 
F(z, t, A) = oF (2,t, A)oo. (24.6) 


因而 ， 4 à= Àn 时 ， 有 


~ ——— 


h(a, t, An) — bn) = o2(a,t, An) (On Lor. (24.7) 
70 


由 (24.5), 又 有 
F¥ (x,t, À) = o2F (2,t, A)T o2. (24.8) 


在 改写 无 反射 的 反 散 射 方程 (17.14) 时 ， 下 面 用 Fy(z,t,^) 代替 
F(z,t,d) 后 ， 得 到 


a {rs as YON) (6, p20)" H(A), (24.9) 
n=1 n 


这 里 bn 是 一 个 常数 ， 不 再 依赖 于 t. 我 们 看 到 ， Fy(A) 在 复 和平 
面 ， 在 上 半 平 面 的 和 处 有 一 阶 极点 ， 此 外 处 处 解析 . 由 (14.33), 
得 


det Fy (x,t, A) = aA). (24.10) 
我 们 现在 来 看 F(z, 入 ) 的 逆 ， 由 拉克 斯 方程 ， 可 得 
Fo (a, t,) = FE (x,t, À) (24.11) 
和 
E~?(a,t, A) = E” (x,t, À). (24.12) 
从 (24.9) 得 
六 一 1 _ 一 1 l ayy 
FHA) = EO) frs » 5 E(\n) 
: ( ) Bn)? Gin}. (24.13) 
由 (24.11) 和 (24.7), 得 
ËF (a, t, A) =02(¢(z,t,A) p(z, t, A)) oe. (24.14) 


所 以 ， 有 


FZ An) = a (W(a,t, An) (bn 1)) ca 
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= ( ” ) west An)? (ion) (24.15) 


det F>1(x, t, A) = a(A). a (24.16) 


(24.13) 表明 ， 所 1(z,t, 和 ) 在 入 的 下 半 平 面 有 简单 极点 An 
前 面 已 经 讲 到 ， FO) 在 入 的 上 半 平 面 有 简单 极点 An. 但 是 ， 
可 以 证 明 ， nlet, A) Eg (e,t, A) 在 这 些 点 仍 是 解析 的 ， 因 而 在 
入 全 平面 是 解析 的 ， 且 的 确 恒 为 单位 矩阵 工 事实 上 ， 在 X。 处 ， 
它 的 表示 式 为 


lim |; a Wt, An)(bn n} 


. ( E ) wast An)" (—ia). (24.17) 


它 显然 为 零 ， 在 和 处 ， 它 的 表示 式 为 


‘ T 7 h 1 a-! ” 
slim (zt, An) -f On ( 1 


pla, An)" (ia) } (24.18) 
也 显然 为 零 . 所 以 ， 它 在 入 的 全 平面 解析 ,在 |A| > co 极限 下 ， 
它 趋 于 了 由 刘 维 尔 (J.Liouville) 定理 ， 有 
Fy(a,t, A)Fo}(2,t, A) = I. (24.19) 
为 了 证 明 以 上 得 到 的 Fy (2, t, A) 的 确 满足 拉克 斯 方程 ， 注 


Fa 
{a Fy (x,t, AEZ! (x,t, A) (24.20) 


在 An 处 的 表示 式 与 (24.17) 的 区 别 只 在 于 (24.17) 中 的 Yle, t, An) 
在 这 里 带 有 对 z WARS. 其 后 的 因子 仍然 是 常数 因子 (bn 1), 
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所 以 结果 仍然 为 零 . 同 理 , CE 入, 处 的 表示 式 只 是 将 (24.18) 中 
的 (2, t, An) 换 成 带 对 z 微 商 ， 所 以 {8,P x(a, t, PFS" (a,t, A) 在 
和 全 平面 解析 . 我们 看 到 ， 以 上 的 结论 归根 到 底 是 因子 (6, 1)7 
和 (1 — bn) 分 别 是 常数 列 阵 和 第 数 行 阵 ， 它 们 的 乘积 为 0. 下 一 
步 要 特别 研究 它 在 Al 一 00 时 的 表示 式 . 
将 (24.9) 和 (24.13) 简写 为 
Fy, (x, t, X) = Dy(a,t, A)E(a, t, A), (24.21) 
Foi (x,t, A) = E(a,t,)~1D;*(2,t, A). (24.22) 
TH, A 
{Os Fv (x, t, A} FS} (a, t, à) = Dya(z,t, 4)Dy+(z,t, A) 
~iAD,(2,t, Mos Dz (x,t, A). (24.23) 
E F Dy(z,t, A) Æ JA 一 oo 时 的 表示 式 ， 
Dy (z, t, A) = I +A Ro +A Ri +A PR +. (24.24) 
这 里 的 Ro 就 是 前 面 (17.17) 等 定义 的 一 iR. 类 似 地 ，D (e,t, A) 
在 | 和 | 一 co 时 的 表示 式 为 
Dyi(z,t,A)= T+ ATURE +A ARE +N SRI+.... (24.25) 


TH, A 
Ro+ Rf =0, RoR +R, + Rf =0, 
RoRY + RIRY + R2 + RZ =0,... (24.26) 
这 样 ， 我 们 看 到 (24.23) 的 右 端 在 |A 一 oo 为 
{8, Fy (x,t, A}E-l(z,t,N) = —ido3 —iRoo3 —iosRE +..., (24.27) 
这 里 
—iRga3 一 ios Ro = —i|Ro, cs] = Uy. (24.28) 
它 与 (17.16) AF w(z) 的 公式 是 一 致 的 ， 
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我 们 看 到 ， Fye(w,t,\)Fyl(2,t,A) + ios -Un 在 复 入 全 平 
面 ， 包 括 无 限 远 点 ， 是 正则 的 ， 由 刘 维 尔 定理 ， 它 是 一 常数 ， 容 
易 看 到 ， 此 常数 为 0. 这 样 ， 我 们 就 证 明了 


Foz(z,t, A) Fy! (x,t, A) + tA03 — Uy = 0, (24.29) 
也 就 是 
0,F ye(z,t, A) = {-idAo3 + Uy} Fy (a, t, A). (24,30) 


这 正 是 第 一 个 拉克 斯 方程 . 这 样 , 我 们 从 反 散 射 方法 定 出 的 约 斯 
F Fule t A) 的 确 满足 第 一 个 拉克 斯 方程 . 
同样 ， 由 于 因子 (bn 1)? 和 (1 — bn) 分 别 是 常数 列 阵 和 常数 
ITEE, RRA 0. 类 似 的 手续 可 以 证 明 Fvl, t, A) Ez (e,t, à) 在 
全 平面 ( 除 无 限 远 点 外 ) 是 正则 的 . 由 (24.21) 和 (24.22), 有 
{OF x(a, t, AEF (x,t, A) = Dye(a,t, A D7 (2,t, A) 
—i2\? Dw (x,t, Aos Dx  (z,t, À). (24.31) 
EEJ > co 有 一 个 二 阶 极点 ， 由 (24.23) 等 可 见 ， 当 Af 一 co 
时 ， 有 
~i2\* Dy (AJo DZ (A) = —i2A%03 — i2\{ Roos + o3 RG} 
—i2{ Rio; + Roos RE TosRE (24.32) 
右 端的 前 两 项 在 (24.27) POR. 现在 把 第 三 项 用 Us 的 函数 表 
出 ， 因 为 已 经 证 明了 第 一 个 拉克 斯 方程 ， 我 们 就 有 
Dyal ADZAN) — iADy(A)o3Dz"(A) = —itAog +Uy. (24.33) 


将 (24.24) 和 (24.25) 代入 ， 并 取 极 限 A > 00, 具有 A? 阶 的 项 
为 
Roz — i{Ryo3 + Roo3 RẸ + o3Ry } = 0. (24.34) 
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由 第 一 个 拉克 斯 方程 ， 有 
iEn (A) = (LFA) + Lrz(N)) Ex), (24.35) 
即 
Dyzzlà) — i2ADy2(A)o3 — A Dx (À) 
= ( — A? —id(o3Uy + Uyo3) + US + Una) Dy (A). (24.36) 
注意 o3Uy + Unog =0, 以 o DRA) MAREN, FH 


Duaal àja DZ (A) — i2ADwz (A DT HA) 


= (U2 + Uyz)Dy(A)o3Dy1 (A). (24.37) 
在 极限 | 让 一 co 时 ， 具 有 和? 阶 的 项 是 
—i2Rozs = (U2 + Una) os. (24.38) 


所 以 (24.31) 的 右 端 为 
i203 + 2AUy — 1(U2 + Uvz)o3 +- = My(A) +--+. (24.39) 


与 导出 第 一 个 拉克 斯 方程 类 似 的 手续 ， 可 证 明 Flet, 入) 满足 第 
二 个 拉克 斯 方程 . 这 样 ， 我 们 就 证 明了 Flet, A) 满足 第 一 个 和 
第 二 个 拉克 斯 方程 . 再 由 相 容 性 条 件 就 得 到 结论 : 用 以 上 手续 得 
到 的 N- 孤子 解 的 确 满足 NLS 方程 . 


9 25 NLS FENAFS FER 


前 面 我 们 已 得 到 a(t, A) 独立 于 t, A (18.9). 现在 可 以 用 如 
下 手续 定 出 NLS 方程 的 无 穷 多 个 守恒 律 ， 由 (16.3) 和 (16.14) 得 


a(t, A) = lim ¢(z,t, A)e™*, (25.1) 


15 


Bp 


a(t,A) = lim EPEA), (25.2) 
所 以 有 

In a(t, 4) 一 boot A). (25.3) 
由 (16.4) 得 

a A L 

(00, t, A) = 2 an (25.4) 
ix 

I, = T jij (x,t) dz. (25.5) 


这 里 ， 由 于 (16.7), 有 = 0. BER alt, r) 独立 于 所 以 无 穷 多 个 
L 也 独立 于 t. 这 样 ， 对 于 NLS 方程 ， 就 得 到 无 穷 多 个 守恒 律 . 
由 (16.8), 它们 前 儿 个 是 


h= f lu(x, £)|? dz, (25.6) 
h= J i u(x, t)us(z,t) da, (25.7) 
Iz = f ~ (wiles +|ul*) dz, (25.8) 
I, = f (wizzz + Au) uts + |u| ust) dz. (25.9) 


这 里 头 三 个 1 有 简单 的 物理 意义 : 五 具有 “粒子 数 ” 的 意义 ， 
它 来 源 于 NLS 方程 (13.1) Æ u 一 ue’ 变换 下 的 不 变性 ， 这 里 a 
为 一 实 常数 ;五 在 准 至 一 个 常数 因子 下 是 “ 场 ” 的 总 动量 ， 它 是 
NLS 方程 的 空间 平移 不 变性 的 结果 ; 五 在 准 至 一 个 常数 因子 下 
是 “ 场 ”的 哈密 顿 量 ， 它 是 NLS 方程 的 时 间 平 移 不 变性 的 结果 . 
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由 (16.28), 得 


Ina(A) = X. {ln (A — àn) ~- MQ - And} 


n=l 


1 f> Infa)P y 
一 一 — . 5.10 
ion J. 入 一 信 dà (25.10) 


xA 一 co ht, A 


co 


In a(A) = 》 和 AEri —»1)) 


-5 S. inla(xyexe aN}. (25.11) 
+ (25.3) 比较 ， 得 


I; = (127 V0 i — 入) 


- 远 = monpa a} (25.12) 


i ~ N22 yf 


最 后 ， 由 于 a()-! 在 复 入 的 上 半 平 面 有 六 个 一 阶 极点 ， 
在 An 处 的 留 数 为 (Xn) ,所 以 
d 


l ina(d) = a (25.14) 


在 复 和 的 上 半 平 面 有 N 个 一 阶 极点 ， 在 àn 处 的 留 数 为 1 于 


是 ， 我 们 得 到 
1 


= aha 7 Ina(A) dA (25.15) 
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AR 4} Dal eB KALE FEZA RA. (15.1) 和 
(15.2) FUL, Bee E A 上 半 平 面 当 [A] 一 co 时 趋 于 | 和 | 一 所 
以 ， 上 半 平 面 的 大 的 半圆 弧 的 积分 随 半 径 增 大 而 趋 于 0. 因此 ， 
积分 只 是 沿 实 轴 的 积分 ， 即 


N= 二 na ”= 去 {b(Hoo) 一 和 -oojj， (25.16) 


这 里 %(A) 是 a(A) 的 辐 角 ， a(X) = Ja(A) let. 
例如 ， 当 aA) 只 有 一 个 位 于 i 处 的 极点 时 ， 


A—1 


a(d) = Sp (25.17) 
不 难得 到 
À} = arct 2A (25.18) 
(à) = arctg 一 5， 
所 以 有 
K $(—00) = 27. (25.19) 


这 里 ， 由 于 arctg“ 的 多 值 性 ， 它 的 值 要 一 段 一 段 来 确定 , 当 
入 在 me —1), a D, (0,1), (1, +00) 之 中 从 左 端 变 到 右 端 时 ， 
arctg 2A 的 值 都 增加 T . 所 以 得 到 (25.19), 这 时 (25.16) 是 正 


确 的 . 
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第 3 8 
MKdV 方程 SG 方程 和 L-L 方程 


在 这 一 章 ， 我 们 将 第 2 章 展开 的 NLS 方程 的 反 散射 解法 ， 
扩充 后 来 求解 MKdV 方程 、5G 方程 和 LL 方程 ， 这 里 将 介绍 对 
于 实 的 方程 在 求 孤子 解 时 的 特殊 计算 手续 和 求解 L-L 方程 时 对 
规范 变换 的 运用 . 


§ 26 MKdV 方 各 
MKdV 方程 可 以 写作 
Ut + 6u us + User = 0, (26.1) 


这 里 uk > 和 上 的 一 个 实 函 数 ， 我 们 来 讨论 它 在 零 边 值 条 件 
u — 0 当 |z| > oo 时 (26.2) 


的 解 ， 它 的 拉克 斯 方程 是 


0,F(z,t,A) = L(x,t, A) F(2,t, A), (26.3) 
和 
0,F(z,t,A) = M(2,t,dA)F(z,t, ), (26.4) 
其 中 
L(A) = 一 1Aa3 + U, (26.5) 


M(A) = —i4A3o3 +47U — i2A(U? + Uz)o3 + 2U? — Ure, (26.6) 
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这 里 


y- 0 u 
= ( ao ) (26.7) 


与 NLS 方程 时 不 同 ， 这 里 是 实 的 . (26.3) 和 (26.4) 的 相 容 性 
条 件 是 

Li— M; + [L, M] =0. (26.8) 
以 (26.5) 和 (26.6) 代入 ， 即 得 

U, — (2U° — Uss) „ =0. (26.9) 


将 U 换 成 (26.7), 可 见 此 式 等 价 于 MKdV 方程 . 
在 用 反 散 射 方法 求解 MKdV 方程 时 ， 如 果 我 们 先 不 管 它 的 
解 是 实 的 条 件 ， 将 第 一 个 拉克 斯 方程 中 的 工 中 的 U 换 成 


U = oou 26.10 
-( | o, (26.10) 


就 可 以 从 NLS 方程 的 反 散 射 方法 的 求解 中 搬 用 不 少 公 式 . 最 后 
加 上 解 的 实 的 要 求 ， 就 得 到 MKV 方程 的 解 . 这 样 第 一 个 拉克 斯 
方程 与 NLS 方程 的 完全 一 样 ， 所 以 一 直到 反 散 射 方程 ， 所 有 的 
公式 都 可 以 从 那里 搬 过 来 . 在 随时 间 的 演化 上 ， 要 用 这 里 的 第 二 
个 拉克 斯 方程 , 重复 第 2 章 的 手续 ， 即 将 那里 的 h(i, 和) 的 表示 式 
(18.5) 换 成 这 里 的 


h(t, A) = e #4", (26.11) 
由 此 又 得 到 
a(t, A) = a(0, A), (26.12) 
b(t, A) = 6(0, \)e®*"? (26.13) 
和 
bn (t) = (0)eiaxnt、 (26.14) 
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这 里 a(0, 入 ) 等 都 是 常数 .。 于是， 散射 数据 为 

S(t) = {r(0, rA)e*"*, c,(O)etA*, An}. (26.15) 
这 样 就 得 到 含 时 间 的 结果 . 这 里 我 们 一 定 不 可 息 记 最 后 要 加 上 解 
的 实 的 条 件 . 


$ 27 MKdV 方程 的 孤子 多 


我 们 现在 来 看 MKdV 方程 的 解 . 这 就 是 ， 要 利用 u 的 实数 
条 件 对 (26.16) 中 的 散射 数据 作 适 当 的 限制 . 这 包括 和 在 复 平面 
上 的 位 置 ， 加 的 性 质 ， 等 等 .为 了 以 下 的 应 用 ， 如 (14.5), 我 们 
写 下 $(z, 入 ) 的 积分 方程 ， 


tN = (a) © MEW (y) dy, A)dy. (27.1) 


U =U, (27.2) 


因而 
L(-\) = L(A), M(-\) = MO). (27.3) 


所 以 ， 对 约 斯 特 函 数 O(a, t, A), At, Aà), ¥(z,t,d), yle, t, a) 有 


píz, 一 入 ) = (z, à), (27.4) 
等 等 ， 因 此 ， 又 有 
a(—A) = a(A)， (27.5) 
和 当 入 为 实数 时 ， 
b(A) = b(A). (27.6) 
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(27.5) 给 出 一 个 重要 结果 : A An 是 al) 的 极点 ， 则 An 也 
是 极点 ， 这 有 两 种 可 能 : 它们 是 同一 个 点 ， 或 者 它们 是 不 同 的 两 
个 点 ， 对 第 一 种 情形 ， 


An = —Any (27.7) 
这 表示 An 是 纯 虚 的 ， 
An =ikn, Kn > 0. (27.8) 


本 节 只 讨论 这 一 情况 ， 显 然 ， 由 (27.1), 可 得 下 列 积分 方程 : 
saie) = ( g) f CUA dy. 279) 


MERMBHR, HF Uy) 是 实数 ， 所 以 不 变 ， 即 
$x, ikn) = O(2,ikn). (27.10) 


对 (2, ika) 等 也 如 此 ， 这 表示 ， O(a, ik) 等 都 是 实 的 . 于 是 ， 
我 们 得 到 

ba = bn, (27.11) 
即 bn 是 实数 .对 于 KdV 方程 ， (4.19) 给 出 ba = (1) fbn]. 
对 于 MKdV 方程 ， 我 们 有 


bn, (t) = bn (0)esrnt, (27.12) 


但 不 能 确定 5.(0) 的 正 负 . 
由 第 2 章 相应 的 公式 ， 可 得 MKdV 方程 的 多 孤子 解 ， 只 要 注 
意 An 为 纯 虚 (27.8) FE bn 为 实数 (27.11), 这 时 作 下 列 简单 代 换 : 


(Hn, Un) —> (0, Kn). (27.13) 


这 时 我 们 有 
f2 = bn fo(An)?. (27.14) 
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f2 = ne , (27.15) 


其 中 
On = 2kn (x — Tn — 4K2t), (27.16) 


In [bn] = 2KnEn, (27.17) 


而 zn 为 一 实数 ， 这 里 m = 土 1 表示 如 WEARS, 这 相当 第 2 章 
的 (19.16) 中 的 gro 为 0 或 区 
对 N=1, 得 到 MKdV 方程 的 1- 孤子 解 ， 


uy = 72K sechOy. (27.18) 


Ug = 2 (27.19) 


ae 
Dz’ 
式 中 
Da = (K? 十 k2) 十 2klka(theithes — 7 nesechO@;sech@2) (27.289); 
和 
No = m K1(K2 — K2)sech @, + mn2(n2 — K2)sech@o. (27.21) 


因此 ， 利 用 简单 的 代 换 手续 ， 就 得 到 所 需 的 结果 . 


8 28 MKdV 方程 的 呼吸 于 多 


再 看 MKdV 方程 的 解 是 实 的 另 一 种 可 能 : An An 是 不 
同 的 点 .这 时 ， 以 下 标 元 来 表示 这 后 一 反 ， 


Aa = —An- (28.1) 
An 和 An 这 两 个 点 位 于 虚 轴 两 边 对 称 的 位 置 处 ， 即 若 
An = Hn + Wn, (28.2) 


83 


则 


An = -un + Wy. (28.3) 
这 时 ， 有 
ole dn) = ( g Jeers [Peer aaa Andy (284 


(z, àn) = ( 1 Jee J eatz MSU (y)O(y, Andy. (28.5) 


由 于 (28.1), 可 见 (28.4) 和 (28.5) BE ARBRE. 所 以 有 


p(z, An) = BE, An), (28.6) 
及 对 olz, An) 类 似 的 式 子 ， 因 而 又 有 
ba = bn. (28.7) 


现在 来 看 lAn) Hen) 间 的 关系 . 若 只 有 这 样 一 对 零点 ， 
这 时 


AEA s 
于 是 显然 有 
a(A;) = EE 7 (28.9) 
和 
a( 和 i) = 7 > z; i 元 (28.10) 
我 们 得 到 
6a(Ai) = -ENT (28.11) 
对 一 般 的 情况 ， 我 们 仍 有 
a(Mi) = 一 CAn). (28.12) 
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注意 an 和 ca 的 表示 式 (17.10) 和 (17.21), 即 


bn . 
cn = —, on = 14(An), (28.13) 
Qn 
得 
Cn = ln, dn = Gm. (28.14) 


这 样 ， 在 第 二 种 情况 时 ， 我 们 有 (28.1), (28.7) 和 (28.14). 
现在 来 看 MKdV 方程 的 呼吸 子 解 ， 取 (28.2) 和 (28.3), 我 们 


有 
f=e et, (28.15) 
这 里 
O, = 2, [z — xı + 4(3pu? — v?)t] (28.16) 
和 
B, 一 2101[z 十 4 一 3 并 ] + dro, (28.17) 


及 6i MO 类 似 的 表 式 . RNA 
=, (28.18) 
因为 由 (28.7) 我 们 取 了 
Ti 三 Z1， bio 二 一 00、 (28.19) 


用 这 种 方法 可 以 得 到 MKV 方程 的 呼吸 子 解 w. 由 第 2 章 
的 (22.11), 作 简 单 代 换 ， 就 可 得 到 


Hi 


PEE 
1+ (i) sin $1sech 0, 


cos $, — (+) sin ,th®, 


up = —4r sech 0; (28.20) 
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为 什么 称 之 为 “呼吸 子 " 呢 ? 
如 果 在 中 心 系 中 画 出 图 来 , 就 会 看 
到 , 图形 随时 间 上 发 生 一 胀 一 缩 的 
变化 ( 见 图 28-1). 


28-} MKdV 方程 呼吸 子 解 


8 29 MKdV 方程 的 特殊 计算 手续 


由 MKdYV 方程 解 是 实数 ， 已 得 到 条 件 (27.7)、(27.11) (28.1) 
和 (28.7). 所 以 可 以 认为 恒 有 


An = —An, Pa = Pn) (29.1) 
Db = bn, la = On; Ca = Cn (29.2) 

和 
fa = Jn, gn = Gn; (29.3) 


等 等 . 在 孤子 解 时 ， non. 在 呼吸 子 解 时 ， hén 由 于 有 了 上 
述 条 件 ， 可 以 得 到 MKV 方程 的 一 种 特殊 的 计算 手续 . 其 表示 式 
相对 简单 ， 且 对 以 下 求解 SG 方程 有 重要 的 应 用 . 

由 第 2 章 (20.14), 得 到 


un = 29(1 + BBT) +g, (29.4) 
其 中 BA 
1 
Bam = n -ms 29.5 
9 Pn Fome ( ) 


它 不 是 对 称 的 . 我 们 现在 引入 一 个 和 矩阵 D, 
Bam = Bras (29.6) 
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所 以 

1 

Bram = Ino om (29.7) 
CEREN. 这 里 ， 对 于 弧 子 指标 ， 二 者 其 实 是 一 样 的 . 对 
于 呼吸 子 指标 ， 二 者 只 是 列 的 排列 顺序 作 了 改变 . RA — TPR 


子 解 的 情况 ， 这 时 ， 指 标 取 1,2. 我 们 看 到 pl 和 pz 分 别 为 
pı = Pa = -ipi +v, pe=pi=ipy +n. (29.8) 
(29.5) 和 (29.6) 中 的 和 矩阵 这 时 分 别 为 


1 1 
1 1 ` 
一 22j + 2v 2v 
各 
1 1 
| TD py + Žr Zv | (29 10) 
1 1 , ` 
2r =i2u + 24 


显然 它们 的 不 同 只 是 排序 . 但 是 后 者 是 对 称 的 ， 这 在 计算 上 有 极 
大 的 优点 - 
利用 (29.7), 得 


(BBT), -X Brum Bim = > Bn Bim. (29.11) 
由 于 m 如 同 m 一 样 ， 都 是 由 1 BBN, 所 以 上 式 又 可 以 写作 


Y Ban Bin = >> BamBim- (29.12) 
m1 m=1 
因为 Š 是 对 称 的 ， 更 进一步 ， 得 
Y BamBmi = (BB),,. (29.13) 
m=1 
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BB" = BB. 
HA, (29.4) 就 改写 为 


uy = 29(1 + BB) gT = 2tr{ (I + BB) +9" 5}. 


由 (29.6) 可 得 
82(B)nm = nIm = (了 G)nm. 
于 是 ， (29.15) 就 成 为 
uy =2tr{( + BB) B,}. 
XI + BB)! = (1+iB) + (1 -iB)"," 
因而 有 
uy = tr{(I +iB)-1B, + (I -iB) By}. 
利用 第 1 章 中 的 公式 (9.13), 从 上 式 得 到 


d . od 
i ;—- Indet(I — iB). 
Un is Indet(J +iB) + i Indet(I — iB) 


或 者 


d = d 5 
Uy = -27 Im ln det( + iB) = 2 元 Im ln det(J — iB). 


我 们 注意 


det(I -iB) = Re det(I — iB) + i Im det(I — iB), 


和 
Indet(J - iB) = In|det(I — iB)| + iarctg 
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Im det(I — 7B) 
Re det(I —iB)’ 


(29.14) 


(29.15) 


(29.16) 


(29.17) 


(29.18) 


(29.19) 


(29,20) 


(29.21) 


(29.22) 


(29.23) 


就 得 到 
Im det(7 — iB) 


d 
uy = 2—arct 


=. 29.24 
de S Re det(I —iB) (29.24) 
当 N=1 时 ， B 只 一 个 元 ， 
B=me™, (29.25) 
式 中 
O, = 2p1(7 ~ 2, — 4p%t). (29.26) 
这 样 ， 有 
Im det(T — 1B) = -me ®, (29.27) 
于 是 ， 就 得 到 


d 
uy = —m2——arctg Oi = —m 2pisech{2p; (2 — a1 一 4p?t)}. (29.28) 


这 就 是 前 面 已 得 到 的 1- 孤子 解 . 
现在 来 看 如 何 利用 (29.24) 求 呼吸 子 解 ， 这 时 注意 (29.8), 得 
BH 
| Br mal (29.29) 
1 2 1 2 J` 
Ty 191 py + 2, 71 


所 以 有 


2 
， Hi 4 
det(I ~ iB) = 1 + Co 
ot — iB) RATETA 


. 1 _9 1 2 
-i 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 ， (29.30 
’ | 元 + 2v1 Ji + 一 22H1 + 2v a} ( ) 


注意 (29.8) 和 


Hl 
ay 二 一 一 一 一 一 一 ， 29.31 
* 2m (ua + in) | ) 
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ahi 


del iB) = 1+ n-i -iR ie. 
我 们 看 到 ， 前 两 项 是 实 的 ， 后 两 项 是 虚 的 ， 


Re det (I 一 iB) = 1+ ifl’ =1+ e729: 


Im det(I — iB) = Ple ®r l je-it 一 双生 
Hi 2 


这 里 O, 和 ©, 为 (28.16) 和 (28.17). 于 是 ， 得 到 


Im det(I- iB) _ sin $, 
Re det(I-iB) pı che ` 


代入 (29.24), 得 到 呼吸 子 解 (28.20). 


§30 SG 方 # 


现在 来 看 SG 方程 (正弦 - READE) 
6, = sind, 
在 边 值 
cos 6 — 1 当 |z| 一 oo 时 
的 求解 问题 ， 它 的 拉克 斯 对 是 
L(A) = -iìos +U, 
MOA) = Vv, 


4’ 
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(29.32) 


(29.33) 


(29.34) 


(29.35) 


(30.1) 


(30.2) 


(30.3) 


(30.4) 


ix 


y-( ° ” La (30.5) 
= , u 一 一 一 z3 . 
—u 0 2 
cos @ sin 6 | 
V = . (30.6) 
sin@ — cos 


由 于 SG 方程 和 MKdV 方程 二 者 的 第 一 个 拉克 斯 方程 有 相同 
的 形式 , 且 相 应 的 U 都 是 实 的 ， 所 以 这 里 可 以 照搬 那里 的 结果 
现在 来 看 ， 这 时 需要 作 的 改变 . 由 边界 条 件 (30.2), 这 里 的 M 当 
lz| 一 co 时 的 渐 近 式 为 


M(oo, 2) = 二 os (30.7) 


于 是 ， 相 应 的 h(t, 入 ) 满足 


{8 — M(oo, AN}h(t, A) = 0, (30.8) 
Bp 
h(t,A) = ita. (30.9) 
由 此 得 到 ， 
alt, à) =a(0,A), b(t, A) = (0, A)e**/™ (30.10) 
和 
bn (t) = bn (0e 752A, (30.11) 
8 31 SG 方程 的 孤子 解 和 呼吸 子 解 
由 u= —46,,(30.5) 和 MKdV 方程 的 相应 的 公式 (29.24), 得 
到 


Im det(I — iB) 


+ 31.1) 
Re det(I — iB) (31.1) 


0 = —4arctg 
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由 (29.28), 可 以 得 到 


Im det(I — iB) = ~me—™, (31.2) 
式 中 
OQ, = 2pl(z 一 zl — (2p1) 2t). (31.3) 
于 是 得 
6 = marctg 0. (31.4) 


这 就 是 SG 方程 的 1- 孤子 解 . 
现在 来 看 呼吸 子 解 .由 (29.35), 有 


Im det(I-iB) 1; sin 9, 


Re det(I iB) ji ch@,’ (31.5) 
式 中 
1 
Qi = 2v1 fa — zı + arom} (31.6) 
和 
$] = 241 fa 一 taney} + P10, (31.7) 
这 里 z1 和 di 是 实 常数 ， 由 (31.5) 和 (29.21), 得 到 
in @ 
b, = 4arctg a . (31.8) 


这 就 是 SC 方程 的 呼吸 子 解 . 


§32 。 自 旋 链 的 上 -L 方 和 


描写 各 向 同性 自 旋 链 的 朗 道 - SRE RK (Landau-Lifshitz) 方 
程 (L-t 方程 ) 是 
S, = -$ x Sax, | S| = 1. (32.1) 
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这 里 ， 为 方便 ， 右 端 取 了 负 号 ( 右 端 取 正 号 相当 上 式 t BS). 考 
虑 在 边界 条 件 


S — So = (0,0, 1) 当 |z| — œ 时 (32.2) 
的 求解 。 L-L 方程 (32.1) 的 拉克 斯 对 是 
L(A) = -iS-0 (32.3) 
和 
M(A) = -i2A?S -o + MS.o)(S, .0o), (32.4) 
这 里 入 是 详 参数， 拉克 斯 方程 是 
8, BCA) = L(A) (A) (32.5) 
和 
BBA) = MO)GO). (32.6) 


今后 除非 必要 ， 将 略 去 宗 量 > 和 +. 
BR, 4 jz| 一 co 时 渐 近 的 拉克 斯 方程 是 


8,E(«, A) = Lo(A)E(z, A), (32.7) 
这 里 DA) 为 一 般 的 LO) 将 其 中 的 5 换 为 So 而 得 的 ， 
Lo(à) = -ios， (32.8) 
E(w, A) 为 相应 的 渐 近 的 约 斯 特 解 ， 
E(x, A) =e Ate8, (32.9) 
定义 约 斯 特 解 G(x, 入) 
S(r, A) = e7, 当 z 一 一 00 时 (32.10) 


那么 ， 它 满足 积分 方程 


B(x, A) = eT — id J e~e- S (y) -o — 3} By, A)dy. 
和 (32.11) 
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BF 
P(x, A) = (d(z,r) $(z,A)), (32.12) 


则 可 以 得 到 


ater) = (g) arf PEM (8(9) -os 

Bi (32.13) 
与 第 2 章 的 NLS 方程 相应 的 积分 方程 (14.4) 和 (15.1) 对 比 ， 这 
里 积分 号 前 有 A, 而 那里 没有 ， 这 一 区 别 是 本 质 的 . 当 JA > cc 
时 ， 经 过 分 部 积分 ， 积 分 将 有 一 有 限 项 的 贡献 ， 妈 


lz, A) = ( 1 Jem + O(1), (32.14) 


而 在 NLS 方程 那里 ， 相 应 的 积分 只 有 一 [Al ? 阶 的 小 量 的 贡献 . 
这 一 区 别 引起 了 一 系列 的 麻烦 ， 最 初 ， 在 作 Ol, A) 的 柯 西 积分 
时 ， 事 先 在 被 积 函 数 中 引入 一 个 附加 因子 A, 以 保证 在 大 贺 弧 
上 的 积分 随 半 径 无 限 增 大 而 趋 于 0. 不 过 ， 如 果 我 们 不 取 A AB 
参数 来 讨论 正 、 反 散射 问题 ， 而 取 它 的 个 数 4=》 KA, xX 
时 ， (32.3) 和 (32.4) 为 


L(r)= -iK 1!S.o (32.15) 
和 
M(k)= -i2k *S.o +K (SS.o)(S, .0). (32.16) 
又 有 
E(a,«) = eis os, (32.17) 


从 (32.11) 和 (32.13) 可 见 ， 当 |s| 一 oo tt, 44 


p(z, K) = ( ) e4 Ol, (32.18) 
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这 里 我 们 把 参数 写成 了 «. 我 们 看 到 ， 如 果 取 参数 « 来 处 理 LL 
方程 的 正 、 反 散射 问题 ， 就 会 与 前 面 处 理 NLS 方程 的 正 、 反 散射 
问题 十 分 相似 ， 不 会 有 什么 困难 . 

但 是 ， 我 们 这 里 将 讨论 通过 规范 变换 利用 NLS 方程 的 解 来 
求 LL 方程 的 解 的 方法 ， 因 为 这 是 一 个 相当 重要 的 方法 ， 并 日 具 
有 十 分 有 意义 的 思想 . 
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我 们 现在 来 看 拉克 斯 方程 . 如 第 2 章 所 述 ， 考虑 约 斯 特 解 的 
组 合 ， 
F(a,t,r) = (b(a,t, à) o(2,t,A)), 


F (x,t, d) = (¥(2,t,r) (x,t, d)). (33.1) 
引入 规范 变换 G(a,t), 它 不 依赖 于 入 定义 
F'(z,t, à) = G(a, t) F(z, t, À). (33.2) 
利用 第 一 个 拉克 斯 方程 (32.5), 得 
OF'(z,t,A) = L'(z, t, A)F'(2,t, A), (33.3) 


式 中 
了 (zz 人 入) 一 GztE(atAG(z Nb 上 Ge(zbG(zt 1!. (33.4) 


塔 赫 塔 镶 (L.A.Takhtajan) 和 萨 哈 诺 夫 发 更 ， 可 以 选取 G(z,t) 使 
得 L'(x,t,) 正好 是 NLS 方程 的 拉克 斯 对 的 第 一 个 ， 即 


E'(2, A) = 一 os + U(z). (33.5) 
比较 (33.4) PS AMA ACH A 
03 = G(z,t)S -aG(2,t)~’, (33.6) 
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Bp 


S-o = G(z,t)~'o3G(z, t); (33.7) 
各 
U(2,t) = Gelz, t)G(z, 0t}, (33.8) 
或 
0,G(z,t) = U(x, t)G(z,t). (33.9) 
利用 第 二 个 拉克 斯 方程 (32.6), 得 
OF (x,t, A) = M'(a,t, A)F' (x,t, A), (33.10) 
式 中 


M'(z,t, A) = G(z,t)M(z, t, A)G(a, t)7'+G,(z, t)G(z,t) t. (33.11) 


”现在 来 证 明 ， pene G(z,t) 正好 使 M'(a,t,A) 是 NLS 方程 


的 拉克 斯 对 的 第 二 个 ， 
M(t X) = —i2¥og +2\U (wt) i{U2(z, t+ U, (zt)}os. (33.12) 


比较 (33.11) 两 端 不 含 和 之 项 ， 得 


或 


—i{U? (2, t) — Us(z, 中 jos 一 Cue t)G(z, J (33.13) 
G(x, t) = —i{U?° (a, t) — U.(2, doc t). (83.14) 
两 端 其 余 的 项 是 


—i2A203 + 2AU(z, t) 
= G(x,t{—i2A° S-o +A(S-o)(S2:0)}G(x,t) t. (33.15) 
由 (38 6), 可 见 A? 的 项 两 端 已 相等 ， 现 在 来 看 和 的 项 ， 即 
(S .oj(S。 .co) = G(a,t)*2UG(z,t). (33.16) 
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由 (33.7), 有 
(Ss:0)=G loGG G ~ G- GsGosG. 


(33.17) 


由 于 cs MU 是 反对 易 的 ， 因 而 (S-o) 和 Ga, t)’ G (x,t) 也 是 


反对 易 的 . 所 以 又 可 以 写作 
(S,-o) = [(S-o),G(2,t)~*G,(z, t)]. 


(33.18) 


以 (So) 从 左 乘 上 式 , 再 注意 (33.9), 即 得 证 (33.16). 因而 (33.11) 
BRU. LL 方程 与 NLS 方程 就 可 以 通过 规范 变换 联系 起 来 ， 


即 它 们 是 规范 等 价 的 . 


我 们 看 到 , 2x2 FARE 严 (z,A) 是 NLS 方程 的 约 斯 特 函 数 ， 


(33.9) 和 (33.14) 说 明 
G(z,t) = F’(2,t,0). 
这 时 (33.8) 给 出 
S -a = F'(zx,t,0)~403F" (2, t,0). 
第 2 章 已 得 
F'(2,t, A) = D(z,t, àA) E(x, t, A), 


和 

F'(x,t, A)? = F'” (x,t, À). 
因此 ， 有 

F'(z,t,0)"! = F’¥(z,t,0) = D(x, t,0)~* = D(z,t,0)*. 

所 以 

|D(0)11)? + |D(0)12|? = 1, 

D(0)31 DO)»; + D(0)12D(0) 9 = 0. 

(33.19) 又 为 


S-o = D(z, t,0)"o3D(z,t,0). 


(33.19) 


(33.20) 


(33.21) 


(33.22) 


(33.23) 


(33.24) 
(33.25) 


(33.26) 
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于 是 ,我 们 看 到 ， 规 范 变换 G(x, t) = D(z,t,0) 是 西 变换 ， 它 使 沿 


3 轴 的 自 旋 变 到 S. 


8 34 LL 方程 的 1- KTH 


TE, 利用 NLS 方程 的 反 散 射 解法 , 我 们 就 可 以 得 到 -tL 方 


(Sı ` T) = Di1(0)” os3 D1(0). 


由 此 得 a — 
S3 = Di1(0)11D1(0)11) — D1(0)21. D1(0)a1, 
Sy — iS = 2D1(0)ji1D1(0)», 
即 
Sı = Dı (0)11D1(0)z; + D,(0),,D1(0)a1, 
和 


32 一 1 ( D1 (0)11 D1 Oa, 一 D1(0),,D1(0)21) 


在 球 极 坐 标 中 ， 有 
S3 = Cos 0， Sı —iSg = sin fe’, 
于 是 得 
cos@ = 1 — 2|D,(0)ai[*, 


¢ = arg D1(0),1 — arg Di (0)11. 
我 们 现在 给 出 L-L 方程 的 1- 孤子 解 的 表 式 ， 写 下 
| J? = dpe 一 ite, 
并 且 
Ay = Hi +114, 
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(34.1) 


(34.2) 
(34.3) 


(34.4) 


(34.5) 


log by = i12910 + 2142}, (34.11) 
Sı = Ape — Aut —r7)t+ dro, (34.12) 
和 
O; = 2r (x — z1 一 4 (34.13) 
这 里 pio 和 zl 是 常数 . 
将 此 式 代 入 (34.2) 等 ， 就 得 到 


2v? 
(S1)3 = cos @ 一 二 一 META (34.14) 
2v?sh O; cos $B] — 2v uich O sin $i 
(Si) = er SSCS (34.15) 
和 
3221Hchel cos Sı + 2v2sh O; sin $1 
(951)2 = No OOS (34.16) 
或 者 
ġ = $, +arctg { the, | . (34.17) 
1 
由 (34.14) 又 可 以 得 到 
8 2 
tg? I (34.18) 


2 ”jzchze — v2 


以 上 就 是 已 知 的 自 旋 链 的 L-L 方程 的 1- 孤子 解 的 表示 式 ， 
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这 里 我 们 介绍 LL 方程 的 多 孤子 解 的 求法 . 由 第 2 章 ， 在 无 
反射 时 ， 萨 哈 诺 夫 - VERD EN MAG EERE 


i = WB, (35.1) 
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Wo=9-— WB". 
这 时 
D(z,t,0) = R(z,t,0), 
所 以 


D21(0) = -i 》 Ap Enp An) fo(An); 


Dy (0) 一 工 一 is” An Cni (Àn) fo(Ar), 


采用 以 上 的 矩阵 记号 ， 得 


N 
Dii(0) =14+ 》 ha Vin = 14+ Hh’, 


n=] 


这 里 
1 
ha = — ygn- 
Pa” 
这 样 我 们 得 到 
mirr _ det(E + QQT + ha) 
Da0) = (1+ QQ") A = Toor) 


和 


Dy; (0) = 1-9(T + QQ”) 


19,7 = det(I + QQ? — Qh? 9) 
E det(I + QQT) l 


(35.2) 


(35.3) 


(35.4) 


(35.5) 


(35.6) 


(35.7) 


(35.8) 


—1, (35.9) 


(35.10) 


这 里 det(I + R) = det(I + QQ") 第 2 章 已 经 得 出 .结果 是 


-N 
det(7 + R) =1 +5 > R(ny,n2,...,n,), (35.11) 


TSEL 1<n< Cnr<N 
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其 中 


R(n1,n2, np) = 
> Qn nay Nri M1, M2, +++, Mp)’, (35.12) 
1<mi<"<mr<N 
这 里 
Q@(napn2 Nri Mi, ma mr) = | | fn(Bn + Pm) 
[] (6 -Br)(pm - pm), (35.13) 
n>n m>m! ` 
和 
nn E {n1,N2,+++,n-}, mm € {mj,m2,-+:,m,}. (35.14) 
引入 
R' = Q"Q", (35.14) 
这 里 Q@” 和 8' BNx(N+1) ERE EN ca HE 
Qno = hn, Quo = Gn n=1,2,---,N (35.15) 
和 
Qin = Qn = Qum. n,m =1,2,...,N (35.16) 


HAER- 柯 西 公式 ， 得 到 R (n,n n) 等 于 
5 {Q" (ni, Ma,+++, Nri M1, M2, Mp) 


O<mi<--<m,<Nn 
- Q (n1, N2,+++, Nri M1, ™M2,--+,m,)}. (35.17) 
这 里 的 求 和 分 为 两 部 分 : 一 是 mi > 1, 另 一 是 mi =0. 前 着 正 是 
R(n, N2," Nr). 因此 ， 我 们 得 到 


N 


det([+R')-det(I+R)=S> SO > 


TEI IEn LLN p EN lm < Cm SN 
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Q” (ni, ne,° n? Tp; 0, mM, Mr) 


Q (n1 n2, nri0m2 Myr), (35.18) 
这 里 


Q" (na na, e ;Nr; 0, Ma, e Myr) = [I fafm = Pn — Pm) * 
n,m. n 


Il (Bn 一 Pn ) (pm 一 Pm’) (35.19) 


non’ mom! 


和 
@'(nlmna ,nr; 0, Ma, Mer) 
= [| fafm(in—Pm)* [| Gr- Bn)(pm 一 pm) (35.20) 
nm n>n',m>m' 
式 中 
n,n’ € {n1 n2 ,Nr}, m,m E {ma,--+, mr}. (35.21) 
det(I + Ř) = det(I + QQT — QhaTg) 的 展开 式 如 (35.10), 注意 
Snm = Qnam — Gnhm = In gm, (35.22) 
得 到 
S(1,N2,°°+) Mr} M1, M2, ° +, Mr) 


= (-1)" T] Afm Pn + Pm) ` II (in — Bn ) (Pm — Pm’), 


n>n y m>m' 


(35.23) 
式 中 指标 满足 (35.13). 
可 以 写作 
f2 =azte retn, (35.24) 
这 里 
On (2,t) = 2unfe — En + 4unt}, (35.25) 
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®,,(2x, t) 一 2{ Unt ~ 2(us, ~ ya )t} + dnd; (35.26) 
式 中 Ln 和 Pno 是 实 常 数 ， 


An = Hn tin. (35.27) 


这 样 我们 斌 对 任意 的 N, RE T Dz1(0) 和 Di). FR S 就 可 
以 得 出 、 
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第 4 章 
哈密 顿 系 统 


本 章 将 以 哈密 顿 系 统 的 观点 来 研究 NLS 方程 的 变换 : 


(u(x), w(z)) — (alà), @(A), (A), (A), Any An bns bn). 
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NLS 方程 是 
iut + Uae + 2|ul?u = 0, (36.1) 


这 里 以 是 复 的 ， 它 在 零 边 值 条 件 
u — 0 当 |r| > 00 时 (36.2) 


下 的 求解 , 在 第 2 章 已 详细 介绍 了 由 萨 哈 诺 夫 和 和沙 巴特 发 展 的 反 
散射 变换 方法 , 并 且 在 利用 了 比 奈 - 柯 西 公式 后 从 无 反射 的 反 散 
射 方程 得 到 了 NLS 方程 的 多 孤子 解 的 显 式 ， 这里， 我 们 用 自然 
的 方式 讲述 哈密 顿 方法 . 虽然 这 比较 繁琐 , 但 我 们 将 尽力 做 得 简 
捷 和 系统 ， 至 于 推演 哈密 顿 方法 的 ~ 矩阵 方法 ， 则 只 简单 介绍 
它 的 最 后 结果 . 

在 第 2 章 中 求解 NLS 方程 时 ， 我 们 没有 讲 马 尔 钦 柯 方程 ， 
因为 ， 就 求解 看 ， 如 KV 方程 时 已 看 到 的 ， 它 与 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 
特 方程 是 完全 等 价 的 . 但 是 ， 在 建立 哈密 顿 方法 时 ， 它 有 特别 的 
作用 ， 例 如 导出 约 斯 特 解 的 完备 性 等 等 . 
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EF ylz, A) 在 入 的 上 半 平 面 解 析 ， 定 义 


Ko(z,y) = + J T - ( 1 Je) e-ixydA， (36.3) 


4y<ch, KAAT WEE EF EA E A R, 
因为 当 半径 趋 于 无 穷 时 其 贡献 为 0。 这 样 ， 右 端 就 成 为 回路 积 


分 ， 又 因 被 积 函数 在 上 半 平 面 是 解析 的 ， 所 以 为 0, 
K.9(z,y) = 0. 当 y<z 时 


于 是 ， (36.3) 的 逆 变 换 可 以 写作 


y(r, A) = 五 z(z),A) +f K.a(z, ye Ydy, 


这 里 
E(x, à) = ( 1 Ja. 
AH, A 
W(x, à) = Ei(z, à) + f j Ka(z, ye" dy, 
这 里 


E.i(x, 和) = ( ; Jeo 
(36.5) 和 (36.7) 可 以 合并 ， 写 作 


W(x, A) = e728 +f K(x, ye 7? dy. 


Hy (14.20) 容易 得 到 


o2K(z, y)o2 = K (a, y), 


(36.4) 


(36.5) 


(36.6) 


(36.7) 


(36.8) 


(36.9) 


(36.10) 
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即 


Koo(t,y) = Kii(@,y),  Ky2(z,y) = —Kai(z,y). (36.11) 


当 入 为 实数 时 ， 可 以 证 明 
三 ez ad 一 2r6(z) (36.12) 


和 当 z < 0 时， 


1 20 1 ; e 一 认 z， 当 Im N > OFT, 
元 上 sye dà = , (36.13) 
RU Joo AT ett 4 Im \ < OR. 


BAM PF MEP RH, BA A- 10, 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散 
射 方程 (17.14) 的 第 1 列 为 


J(e, A) = {( 1 + Railz, d) + JA} eis (36.14) 
乘 以 (2r) lei, 这 里 y> x, 对 入 从 -oo 到 oo 积分 得 


天 1(z,2) + (2) f(z +y) 


+ 广 Ka(xe,z)f(zty)dz =0. (36.15) 
式 中 
— Z tAnz i {~ iAz 
f(z) = Yee + 元 J ` r(A)JeiAz dÀ. (36.16) 


同 理 ， 从 (17.14) 的 第 2 列 ， 或 利用 (36.11), 得 到 


| 1 } eF- f K.a(z,z)f(z+y)dz = 0. (36.17) 
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AGH, f 
Key) +Fety)+ 及 K(2,z)F(z+y)dz=0, y >x (36.18) 


式 中 


0 -f(z) 

F(x) = | 36.19 

z) | fle) o | (36.19) 

这 样 ， 我 们 就 从 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 方程 导出 了 马尔 钦 柯 方程 . 反 

之 ， 也 可 以 就 从 马尔 钦 柯 方程 导出 萨 哈 诺 夫 - VERDE WE 

的 等 价 ， 也 可 以 如 第 1 章 讨 论 KdV 方程 时 那样 直接 加 以 证 明 . 
当 |A| 一 œ 时， 由 (36.7), 得 


B(x, A) = Ea (z, A) + 5 Kale,s)je + OUA). (36.20) 


与 (17.15) LR, & 


te 


u(x) = 2K21(7, £). (36.21) 


这 样 ， 将 马尔 钦 柯 方程 在 无 反射 时 求解 后 ， 代 入 (36.21), 同样 得 
到 NLS 方程 的 孤子 解 . 


8 37 约 斯 特 解 的 完备 性 


我 们 常常 遇 到 一 个 方程 的 某 些 解 是 否 完备 的 问题 . 这 是 一 

个 线性 方程 范围 内 的 概念 . 如 果 一 个 线性 方程 ， 它 的 已 经 找到 的 
有 某 些 解 , 或 满足 一 定 条 件 而 存在 的 某 些 解 ， 我 们 说 它们 是 完备 
的 ,这 是 说 ， 该 方程 的 任何 满足 同样 条 件 的 解 可 以 表 为 它们 的 线 
性 组 合 ， 对 一 个 非 线性 方程 ， 由 于 解 的 线性 组 合 不 再 是 解 ， 所 以 
以 上 解 的 完备 性 的 概念 难以 扩充 到 非 线性 方程 . 虽然 直观 说 ， 下 
述说 法 似乎 有 意义 : 解 的 完备 性 就 是 说 ， 除 这 些 解 外 ， 方 程 不 再 
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有 别 的 解 . 但 是 对 非 线 性 方程 , 我 们 很 难 作出 一 个 严格 的 数学 表 
述 ， 并 给 出 一 个 有 效 的 判 据 . 

对 于 拉克 斯 方程 , 因为 它 是 线性 方程 ,所 以 它 的 某 些 解 是 否 
完备 就 有 确切 意义 . 现在 来 证 明 它 的 约 斯 特 解 是 完备 的 ， 

FA aK WA 56 (P.A.M.Dirac) 记号 定义 约 斯 特 解 的 内 积 如 下 : 


(alee) = f Glz, X) glz, A) dz. (37.1) 
这 里 ， 伴 随 态 $(z, 和 )4 为 如 下 行 隆 
d(x, A)4 = (a, A) o. (37.2) 


由 第 一 个 拉克 斯 方程 (13.12) 可 得 朗 斯 基 行 列 式 (14.35) 的 如 下 性 
Mi: 


L w (dled), ple A] 
= ~i(A—X'){ pr (x, A)ba(a, 入) 十 加 (z, A) (z, AN)}. (37.3) 
FH, (37.1) 成 为 
(OOSA) = Jim Woe ,be | (37.4) 
其 上 限 部 分 为 两 项 
a(A)W ECL, A) YCL, A] + OW olL, A), BL, NM) (37.5) 
其 下 限 部 分 也 为 两 项 
DN IWIOCL,N), o(-L, XN) ta NW [9(-L, A), $(—L, X)]. (37.6) 
这 里 入 入 理解 为 从 上 半 平 面 趋 于 实 轴 ， 极 限 应 理解 为 主 值 . 


eit -和 并 一 2r6( 入 一 入 )， (37.7) 


. 1 
EL Py 
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(37.5) 的 第 二 项 的 贡献 为 0,(37.6) 的 第 一 项 的 贡献 也 为 0, 所 以 
(ANISA) = 2ra(A)5(A 一 入 )， (37.8) 
由 于 (37.2) 可 以 解析 地 延 拓 到 入 的 上 半 平 面 ， 将 (37.2) X} A 
微 商 ， 再 取 入 一 入 = An: 得 
EW [Ge, An), bA) 
=1 {$1 (z, An)alz, An) + P2 (z, Àn (x, An) } * (37.9) 
因而 ， 


GO GN)) = Jim W [la An) Desa)]| ,7.10) 


这 一 式 的 计算 ， 通 常 是 在 uc) 具有 紧 致 台 集 假定 下 作出 的 OL 
附录 A). 这 时 展开 式 


(aw, A) = a(A)V(z,A) 二 BOA)W(z，A)， (37.11) 

d(x, A) = —b(A) (a, A) + (A(z, A), (37.12) 

W(z,A) = G(r, A) — b(A hlz, A) (37.13) 
和 ~ ~ 

h(a, A) = b(A) A(z, A) + a(A) O(a, A) (37.14) 


除 实 轴 之 外 ， 还 在 某 一 区 域 成 立 ， 且 (An) = bn, BAr) = bn. 在 
这 一 理解 下 ， (37.10) 的 上 和 限 部 分 为 


bn W (WE, An), (LZ, A)] | (37.15) 


=n 
由 (37.7) TR, EREA An 时 ， 其 指数 项 因子 为 et, 但 这 
20, 40, 因而 上 式 为 0. (37.6) 的 下 限 部 分 为 

d ~ 

{uw [o(-L,A,),0(-L, d)] 
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()W[¢(—L, An), o(—L, A)] he (37.16) 


此 式 的 第 二 项 ， 由 于 与 (37.15) 同样 的 道理 ， 为 0 此 式 的 第 一 
项 ， 只 有 对 A 的 微 商 作用 于 atA) 再 取 入 =A, 时 才 不 为 0. 这 时 
的 结果 是 a(A,). 因此 得 到 


(Pm) PAn) = tån) bmn. (37.17) 
同 理 ， 得 l 
(O(\’)}@(A)) = 2ara(A)6(A — 0’) (37.18) 
和 
(pO) O(n)) = -iå (hn) bmn. (37.19) 


其 余 的 内 积 都 为 0. 这 就 是 正 交 关系 . 

以 上 定义 的 犹 嘻 克 右 天 ， 如 lol), 是 针对 约 斯 特 解 $(z, A) 
的 ， 而 其 伴随 的 狄 喇 克 左 和 泉 ， 如 (EA), 实际 上 是 涉及 约 斯 特 解 
(x, 入 ) 的 . 我 们 同样 可 以 定义 另 一 类 狭 喇 克 右 和 拓 ， 如 yl), 和 
其 伴随 的 狄 喇 克 左 和 天， 如 VA 但 是 ， 这 里 只 讨论 前 一 类 狄 喇 
WAR. 

WRAEK RAKAA RERA, KRE MH 
方程 的 任意 一 个 解 f(z), 则 它 相 应 的 狭 喇 克 右 矢 |7) 可 以 用 以 上 
的 犹 喇 克 右 矢 来 展开 ， 


N=g {V0) + OBO far 


+ 5 { falbQn)) + falb(An)) }. (37.20) 


n=1 


利用 以 上 的 正 交 关系 ， 立 即 得 到 系数 是 


` 1 ~ 
fA) = AIA, FOA)= GEO) 8720 
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fa = -izg Onl) fa =iz——(GO)IF). (87.22) 


把 这 几 式 代 回 (37.20), 即 得 


r= 2 f {loon oorl + bang Goy}a 


27 


-i$ {60n Da CAm- A) T a Awl}: (37.23) 
这 就 是 单位 算 符 的 分 解 式 ， 即 完备 关系 . 
它 又 可 写作 : 左 端 为 ble- y), 右 端 为 


1 
ml {ole your) + He, AT d(H AY }ad 


L {8e An) AU, Mn) ~ Ble, An) si Gy, An)" }. (87.24) 


A EE ) 


为 了 证 明 它 ， 右 端 要 用 独立 的 方式 算出 . 
利用 (37.13) 和 (37.14), 将 上 式 右 端 再 改写 为 


se [ {ie walt + we, AN NT Ford 


+b rw Voy NT OD, AGW, A) Jorda 


27 Jæ 
+% {cnd(2, AnDY, An)? + np (zy, An) p(y, Än)" bor. (37.25) 
n=l 
不 难看 出 ， 下 式 成 立 : 


1 OO 
二 {Ea (z, )E.oly, NT + E(x, Ely, aT hoy dd 
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=: 2rb(z — y). (37.26) 


注意 此 式 ， 以 积分 表示 式 (36.5) 和 (36.7) 代入 (37.25), 即 可 看 到 
(37.25) 的 第 一 项 积分 为 


d(x — y) + K(x, y)0(y — z) + K(y,x)* O(a — y) 


+ f T K(x, s)K(y, t)" 6(s — t)dt ds, (37.27) 
这 里 
| 1, 当 z > 0 时 ; 
b(z) = (37.28) 
0, 当 z<0 时 . 
(37.25) 其 余 的 项 可 以 化 为 


F(a+y)+ 三 K(x, s)F(s + y)ds + T F(a + t)K(y,t)"dt 


oo CO T 
+ | | K(x, s)F(s +t)K(y,t)? dt ds. (37.29) 


我 们 现在 来 看 y > z 的 情况 . 这 时 ， (87.27) 的 第 三 项 为 0, 第 二 
项 为 K(2,y). 于 是 ， 它 与 (37.29) 的 第 一 、 第 二 项 由 于 马尔 钦 柯 
方程 而 消去 . (37.27) 的 最 后 一 项 与 (37.29) 的 第 三 、 第 四 项 由 于 
马尔 钦 柯 方程 而 消去 . 这 样 ， 只 剩 下 (37.27) 的 第 一 项 6(z — y). 
另 一 种 情况 ， oy < z, 只 要 注意 


F(a)? =o, F(z), (37.30) 


就 可 以 同样 证 明 ， 这 样 一 来 ， (37.24) 的 右 端 已 独立 算出 ， 利 用 
马尔 钦 柯 方程 抵消 后 ， 只 剩 下 一 项 gz 一切 . 于 是 ， 不 论 y 从 z 
的 何方 趋 于 z,(37.24) 的 右 端 算出 来 都 是 6(z — y) 这 就 证 明了 所 
选 的 约 斯 特 解 是 完备 的 . 

这 里 应 当 注 意 ,在 证 明 中 我 们 是 依据 马尔 钦 柯 方程 ， 那 时 假 
定 了 只 有 简单 极点 ， 所 以 以 上 的 证 明 只 是 说 ,在 只 有 简单 极点 的 
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假定 下 ， 以 上 所 选 的 约 斯 特 解 是 完备 的 . 人 们 可 以 明白 ， 如 果 有 
一 个 对 应 于 二 阶 极点 的 约 斯 特 解 , 它 自 然 不 能 用 仅 对 应 于 一 阶 极 
点 的 约 斯 特 解 来 展开 . 


8 38 对 以 (Z) 的 变 分 
NLS 方程 的 哈密 顿 量 是 
H = T TAN 一 au?) dz. (38.1) 


这 时 ， 正 则 变量 是 wz) 和 x(x) = iu(z), 经 典 的 泊 松 括号 为 


{u(z), u(y} = ê(z — y). (38.2) 
一 般 的 泊 松 括号 的 定义 是 
o= (ae See saat) a es 
由 第 一 个 拉克 斯 方程 (13.12), 得 
8,6 G(x, A) = L(x, AE6B(x, A) + 6L(z, A) G(x, A). (38.4) 
显然 ， 解 得 


6 P(x, A) -f dz G(x, A)T! (z, A)SL(z, A) O(z,d). (38.5) 


此 式 可 以 验证 . 将 它 对 xz 取 微 商 ， 作 用 于 上 限时 给 出 (38.4) £ 
的 第 二 项 .作用 于 积分 号 内 的 8B(z,A) 给 出 一 个 因子 Lae, à), € 
可 以 提 到 积分 号 外 ， 这 就 给 出 (38.4) 右 端 的 第 一 项 ， 同 理 得 


ó P(r, à) =- f P(r, A) P tiz, r)6L(z,A) P (z, Mdz. (38.6) 
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注意 


dL(z, A) _ {01 r-z 
du(z) = 940(@ ~ 2) = ( 0 0 K | 
和 
A osle- ( © 9 sen, 
Su(z) A ) (i 0 ) 
由 (38.4) 得 ， 当 x > z 时 ， 
(z, A) -1 o, Bz 
Gul) = S(x, à) ET (z, A) +8(z, A) 
和 
p(s, A) -1(z Mo_ Bz. A), 
ay (x, A) Š ea ~ B(z,) 
所 以 ， 由 (38.6) 得 ， 当 z < z 时 ， 
é oe > = — #(z,A) #7} (z, or Bz, A) 
和 
6¥ (2,A) = P(x, A) Pz, Ao_ W(z, A). 
Sula) (x, A)¥~"(z,A)o_ Uz, A) 
利用 


6 区 (zz), A) = ~ I (2, NE P(x, A) Vax, A), 
从 (38.11) 和 (38.12) 得 ， 当 > <z 时 ， 


52 -1(z d) 


Bula) Ao Wz, A) (A) 
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(38.7) 


(38.9) 


(38.10) 


(38.11) 


(38.12) 


(38.13) 


(38.14) 


M-P EB Rae 4 


P IEA) yi No Plz, A) P-e, A). (38.15) 
Sulz) 
因为 TA) = P(r, A) Ga, A), 所 以 
6T(A) = 6-1 (a, A) G(x, A) + W(x, A)6 B(2, A). (38.16) 
由 此 可 得 
6T(A) _ 6 W71(a, A) § G(x, A) 


@(x,r) + B (2, AN) 


(38.17) 


Su(z) 6u(z) 


将 (38.9) 和 (38.14) 代入 ， 由 于 式 中 的 z 是 任意 的 ， 取 z 一 z7， 
BI x 从 小 的 方向 趋 于 z, 得 


6T(X) 
ulz) 


Su(z) ` 


= P~} (z, Ajo} G(z, A}. (38.18) 


对 (38.17) 取 z 一 z+, BI r 从 大 的 方向 趋 于 z 也 得 同样 结果 . 
现在 将 上 式 用 矩阵 元 写 出 ， 注意 


(c+)kl = 541621, (38.19) 
于 是 得 
6T;;(A) _ wl z ty | 
Sulz) Vi (2, A) B2;(z, A). (38.20) 
再 由 
| Yale) tN ) (38.21) 
—ype(z, A) wy(z, A), 
即 得 
60 = xr x OBA) _ ee bo (x 
ulz) = Valz, r)b2(z, A), Sulz) Y2(z,A)ba(z,A), (38.22) 
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PA L ale Alanya), FEY = Wale, daz.) 
同 理 ， 有 
ETU) = —W*(z,A)o_. D(z, À). 
5u(z) 
a (o_)at = 642611, 
因此 得 
PTAA). giz, A) Byl A), 
6u(z) 
Bp 
Sb(A) 2, )dy(2,), 
bN yy (a, Adile, A), E = vile Aale A 
u(r) 
DA) -页 (co(e = -而 (cgitc 
u(r) 
同 理 ， 有 


当 z>z 时 
Ete) ~E! (z, No+ (2, A) (z, A), 
bu(z) 
EPIRA) gris, No d(e, A) D-E, A). 
Sulz) 


由 于 THA) = S71 (a, A) F(x, A), 所 以 
6T~1(A) = 6€ N(x, A) P(x, A) + G71 (x, AJE P(x, A). 
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(38.23) 


(38.24) 


(38.25) 


(38.26) 


(38.27) 


(38.28) 


(38.29) 


(38.30) 


(38.31) 


(38.32) 


由 此 可 得 


TLA) 66-1(a, 2) 


= À] ge, A) + O(n, oe”) 


ulz) Sulz) du(z) ` 
由 于 式 中 的 xz 是 任意 的 ， 取 z 一 z 十 0, ERA 
TA) -1 
bulz) = 一 $B (z, A)o+ Y (z, À), 
Bp 
-1 
e = -~ $i1 (2, A) Paz, A). 
再 由 
G1(z,X) = ( Sale A ) , 
—2(z,r) ilz, A), 
同样 得 到 (38.24). 
STA) = 6 3(z Ajo P(z,À 
Sula) (z,A)o— ¥(z, A), 
即 
Ta (A i 
OL = $a (2,N) Pulz, A). 


8 39 。 基本 的 泊 松 括号 《连续 谱 靖 况 ) 


(38.33) 


(38.34) 


(38.35) 


(38.36) 


(38.37) 


(38.38) 


现在 来 计算 (Ah 00’) 等 的 泊 松 括号 ,一 个 个 作 起 来 并 不 困 
ME, {RET PRR. 这 里 用 一 种 简单 的 办 法 来 一 总 处 理 . 考虑 泊 
松 括号 {Ti (A), Ta (X)} 这 时 (38.3) 积分 号 下 的 被 积 函 数 是 


(39.1) 
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由 于 (38.22), (38.27), (38.35) 和 (38.38), 上 式 就 是 
Wo" (x, A) Go; (x, A) Gy (a, X) Pule, à’) 
— Ba (x, A) Bj (a2, A) Br (x, A) Wai (a, à’). (39.2) 
我 们 注意 ， 利 用 NLS 方程 的 第 一 个 拉克 斯 方程 (13.12), 容易 得 到 
s| P (x, A) B(x, A] = A NV (e, Ajos V(r, NM), (39.3) 
Bp 
ôs [P (z, A) T(x, A)), 
= i(A—A') [pa (z, A) Pule, XN)— Pa (e, A) Pale, d’)]. (39.4) 
还 有 对 S h(a, d') G(x, 和) 微 商 类 似 的 式 子 ， 于是， 我 们 对 
[Pi (a, A) P(x, 入 )] al® (e, X) (2, A) (39.5) 
取 微 商 ， 立 即 得 到 ， 除 了 因子 论 A 一 入 ) 外 ， 正 是 (39.2), 也 就 是 
泊 松 括号 {TATT A 右 端 表 示 式 中 的 被 积 函数 .所 以 得 


一 | — 3 1 
{T3 ), Ta (AX)} = jim, AA- /) 


L 
[P (E, A P(e, A) g OMEN) G2 | (39.6) 
(39.6) 的 括号 为 如 下 的 上 限 部 分 和 下 限 部 分 之 和 : 
(EAA Les) (THA Je 一 CT 8 T())) (39.7) 
_ (T(A}e T OA T-A) (e-a bos). (39.8) 
这 样 ， 就 可 以 求 得 所 要 的 泊 松 括号 . 例如 为 了 求 {a(A),b0')}, 取 
{i j, k,l} = {1,1,2,1,}, 这 时 下 限 为 0, 上限 的 贡献 是 
ya OITA + i 6(A -= A)T (N )Ta (à). (39.9) 
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注意 第 二 项 中 入 = 入 和 TaN) = -TI To) = TQ), 所 
以 上 式 为 


Sey rs) TANTO). (39.10) 


我 们 最 后 得 {ZT41( 和 ), Ta A9} 为 
{a(2), DAN} = -3 0) (39.12) 
这 样 的 泊 松 括号 求 起 来 并 无 困难 . 不 过 这 种 手工 方式 不 仅 繁琐 ， 
而 且 容易 出 差错 . 
下 面 给 出 一 种 有 价值 的 表述 . 注意 TIO) = ooT(X)702, 于 
是 得 到 


{Tiu (A), Tn (N)} = (02)ne(O2)im{Tiz(A), Ta (A')}, (39.13) 


式 中 重复 指标 要 从 1 到 2 求 和 ， 按 惯例 略 去 不 写 . 将 (39.7) 代 
入 ， 上 限 部 分 的 因子 是 


(eta Losos) (T) oze OAT A) (39.14) 


nj’ 


也 就 是 ， 


(etA Los a2) (Tze ON Loe) To (A)Ton(à’). (39.15) 


i 


为 了 简明 而 确切 地 表述 所 得 到 的 结果 ， 引 入 直 积 . 设 4 和 
B 是 2 x2 和 矩阵， 它们 的 直 积 由 矩阵 元 定义 如 下 : 


(AQ B)i; x1 = Aik Bi (39.16) 
这 里 显示 ， 两 个 2 x 2 矩阵 的 直 积 是 4 x 4, CNT 
两 个 指标 来 表示 ， 我 们 约定 按 字 典 排列 的 次 序 11,12,21,22. 由 
此 看 到 ， (39.15) 之 右 端 最 后 的 两 因子 正 是 


(TA) ®TQ')) = Ty NTpn(X). (39.17) 


qp,jn 
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它们 前 面 的 因子 也 是 一 个 4x 4 和 矩阵， 我 们 以 A-A) 来 表 
示 ， 即 
1 
MO-n (0 
(et 和)zoaoo) norte, ] . (39.18) 
容易 看 出 ， 由 于 o 只 有 非 对 角 元 不 为 0, 所 以 它 的 显 式 是 


0 0 0 0 
1 _ _ yl 

Yy mo 入 ) 0 

0 ind(A 一 A‘) XN | 0 

0 0 0 0 


su (A—XN) = > . (39.19) 


将 (39.9) 代入 ， 下 限 部 分 的 因子 是 
—(TO)e A-A oso, T (NT) (02e A493). (39.20) 
即 


一 人 (A) (eA Losan) Tmp’) (ozea Eo) (39.21) 
这 时 ， 有 
(T(A) ® TA), 


mgp 


= Tiq(d)Tinp(’); (39.22) 
它们 后 面 的 因子 也 是 一 个 4x4 怎 阵 ， 我 们 以 -s_( 和 一 入 ) RR 
7K» Bp 


1 
3S_( 和 一 'ap.in 一 jim 2(A — ’) 


, (eiA )Loa o2) y (oge OAA Loa) (39.23) 
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容易 看 出 ， 由 于 oo 只 有 非 对 角 元 不 为 0 的 性 质 ， 所 以 它 的 显 式 
是 


0 0 0 0 
sa-l]? yoy 和 5A-X) 0 /09 24 
l ) = 0 —in6(\ — A’) 1 0 (39.24) 
ITONA = -N 
0 0 0 0 
我 们 再 引入 矩阵 4 和 B 的 元 的 泊 松 括号 
{A ® Bi = {Aiz, Bri}. (39.25) 
所 以 有 
6A 6B 6A 6B 
Im; N 
en Ge ° Gate) ula) sc) 9920) 


于 是 以 上 的 结果 就 简单 写作 
{T(A) 8 TAN} = s4 -ATA @ TX’) 
—T(A) @T(A)s_(A— à). (39.27) 


上 式 的 左 端 是 如 下 泊 松 括号 : 
{a,a} —{a, b} -他 a} 也 b} 
{a,b}  {a,a} —{b,b} 一 也 可 | (39.28) 


{b,a} —{b,b} {ã a} -{ã,b} 
{b,b} {ba} {a,b} {a, a} 


它们 的 值 就 从 (39.27) 的 右 端 算出 ， 除 因子 1/25, BRE 


0 rb yaaa be 0 
saree 0 一 i2r5(A 一 X)ai -y byot (39.29) 
ba i2r6(A— 0’) da 0 — saab 

0 一 元 六 机 站 -yb 0 
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这 里 ， 由 于 版 面 所 限 ， 不 得 不 略 去 所 含 的 宗 量 . 各 项 的 第 1 个 因 
子 的 宗 量 是 \, 第 2 个 因子 的 宗 量 是 入. 于 是 ， 我 们 得 到 


{a(X),a(X)} =0, {a(A),@(r’)} = 0, {5(N), a(X)} = 0, (39.30) 


{b(A), b(\’)} = 0, — {b(A), B(’)} = 9, (39.31) 
{a(A), BAN} = 2 20000, (39.32) 
{a(d), B(A} = Sapa), (39.33) 
aa (A)} = Span), (39.34) 
(aA) AN) = -55> 5p OAA), (39.35) 
{b(A), B(A} = in 6(A — A’)Ja(A)]?. (39.36) 


现在 写 下 (39.22) 的 另 一 个 表示 式 ， 
{T(A) 9 TAN = rA - NTO) 8S TN) 
—T(X)@T(N)r_(A—2'), (39.37) 


式 中 
-54y 0 0 0 
, 0 0 -ir5(A-X) 0 
re(A— N= 9 0 ibl- A’) 0 0 (39.38) 
0 0 0 -直人 
和 
— x40 0 0 0 
, 0 0 ir5( 入 一 X) 0 
r(A-N)= 3 0 ~in6(A — 2’) 0 0 (39.39) 
0 0 0 -zty 


由 (39.27) 的 右 端 和 (39.37) 的 右 端 各 对 应 元 相等 ， (39.37) 是 正 
确 的 . (39.37) 通常 是 由 经 典 的 ~- 矩阵 方法 导出 的 。 ~ 矩阵 方 
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法 是 一 种 有 效 的 十 分 重要 的 方法 . 但 它 的 推演 相当 复杂 . 这 里 用 
初等 的 手续 导出 了 它 的 最 后 公式 (39.37). 


8 40 基本 的 泊 松 括号 《分 离谱 情 况 ) 


连续 谱 情况 的 泊 松 括号 中 ， 有 一 些 可 以 解析 延 折 到 入 的 上 
半 平 面 ， 的 从 而 立即 得 到 某 些 分 离谱 情况 下 的 泊 松 括 
号 ， 由 于 {a( 和 ),a( 和 )} =0 可 以 解析 延 拓 到 上 半 平 面 ， 现 将 a(A) 
中 的 入 wie LA Rp InA > 0, 由 (16.28), BP 


a(A) = || A= An &(2), (40.1) 


这 里 5(A) 在 上 半 平 面 解析 ， 无 零点 ， 由 {Ina( 和 ),a( 入 )} = 0 44 


(Bee) _ ae =0. (40.2) 


{in a(A), a(\’)} + 3 =. 


这 式 在 An 处 不 可 能 有 极点 ， 所 以 


{An a(d")} = 0. (40.3) 


因为 (40.1) 中 的 入 限于 上 半 平 面 , 所 以 对 后 项 不 能 得 到 什么 . 但 
从 {alà aN) =0, 着 将 和 取 在 下 半 平 面 ， 类 似 的 手续 ， 便 可 得 
到 

{An a(A')} = 0. (40.4) 


同样 ， 从 {a(),a(X)} = 0 和 {4(.), a()} = 0, 可 以 得 到 
{An a(')} =0, (40.5) 


{An (A) = 0. (40.6) 
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再 将 以 上 四 式 的 X 相应 的 取 在 上 、 下 半 平 面 ， 同 样 手续 可 得 ， 
{An Am} =0, {Mn, Am} = 0. (40.7) 


从 (39.31), 得 


1 


{Ina(A), b(A’)} = (an) SOAT 


(40.8) 


用 上 面 同样 的 手续 ， 上 式 左 端 化 为 


{na(A) b(X')} + (eee 
因为 Im A> 0, m A’ 是 实 的 ， 所 以 
A— +710 40. (40.10) 
这 表明 ， An 不 会 是 (40.8) 的 极点 .于 是 
{An b(A} = 0. (40.11) 
类 似 的 手续 可 以 证 明 ， 
{Àn b(A} = 0. (40.12) 


(AB, SA bn Bim 的 泊 松 括号 ， 如 果 作 w(z) 具有 紧 致 的 
台 集 的 假定 ， 则 含 WA) 或 OCA) 的 泊 松 括号 也 可 以 解析 延 拓 到 实 
轴 之 外 某 一 区 域 ， 而 且 这 时 有 bn = BAw) 和 bm = b(Am). 这 样 ， 
从 (39.31) 和 (39.32) 立即 得 到 


{a(A), bn} = aT oon (40.13) 
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E, AA (39.33) 和 (39.34) 得 


{8(A), bm} = 了 Ta 


和 
{G(A)， ba} = -Ain 
由 (39.80) 和 (39.35) 可 以 得 到 
{b(A), bn} =0 
和 


{b(A), bm} = 0. 


{bn, bm} = 0, 
{bn bm} = 0. 


由 (40.13), 得 


{In a(à), bn} = = =< bn- 


用 如 上 类 似 的 手续 ， 上 式 左 端 为 


{In &(X), DD med Lol 


1 
{Xm bn} = mn 5 on 


{Xm bn} = 0. 


| (40.15) 


| (40.16) 


(40.17) 


(40.18) 


(40.19) 


(40.20) 


(40.21) 


(40.22) 


(40.23) 
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类 似 地 ， 有 
{Ams bn} = 6mn=bn (40.24) 


和 
{Xm bn} = 0. (40.25) 


如 果 不 作 wu(z) 存在 紧 致 的 台 集 的 假定 ， 一 般 导 出 以 上 诸 式 就 比 
BOP BL. 


8 41 PAPYR 


容易 看 出 ， NLS 方程 (2.1) 可 以 表 为 哈密 顿 形式 ， 


6H 
ut = {H,u} = i, 


. (41.1) 


Rh H 由 (38.1) RAR. 在 825. 已 经 得 到 NLS 方程 的 无 穷 多 个 守 
恒 律 ， 如 (25.8) 为 


五 = J (tice + |u]t) dz, (41.2) 


分 部 积分 后 ， 与 (38.1) 比较 ， 可 见 


H = -J. (41.3) 

将 (25.13) RA. & 
H=% > 3 (AZ — v3) 一 = Ii nle(N)2X dA. (41.4) 
在 (38.1) F H H u(x,t) AEX r 的 导数 表 出 . 这 里 H 由 散射 数 


据 表 出 .这 说 明 ， 散 射 数据 可 以 完整 地 描述 NLS 方程 . 
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注意 (39.29) 等 ， 即 a(A) 与 a 和、 G0’), An 和 An 的 泊 松 括 


号 ， 由 方程 
Bia(A) = {a(N), H} 


可 得 
Oa(A) =0, a(à, t) = a(X,0). 


由 于 


{la(A}]*, b(A} = a(A){a(A), CA ) + a(A){a(), bA}, 


再 由 (39.31) 和 (39.34), 得 
{la(A)| ,bX)} = iTê(A = A')la (A) BX), 


即 
{fnla(A) B(A} = ir6( 和 -入 )D(X). 


于 是 ， 由 (41.3), 有 


{H, b(A)} = -4 J ~ (B(A), In Ja (AZJA ŽAN. 


利用 (41.6), 得 
Bib(X) = {H, b(A)} = —i4A2b(A). 
所 以 ， 得 
b(X, t) = b(A, 0)Jeri t, 
由 (40.10) 和 (40.13), 得 到 
{la(A)|?, bn} = 0. 
所 以 ， 注 意 (40.18) 和 (40.19), 


3 
{8 bn} = 342, {Am, bn} = 5 bmn Xmbn: 


(41.5) 


(41.6) 


(41.7) 


(41.8) 


(41.9) 


(41.10) 


(41.11) 


(41.12) 


(41.13) 


(41.14) 
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Orb, = {H, bn} = —14A25,,. (41.15) 
bn (t) = bn (0)e™ tnt, (41.16) 
8 42 作用 变量 和 角 变 量 
我 们 现在 来 证 明 ， 对 于 NLS 方程 的 系统 ， 可 以 引入 作用 变 


BARE. 它们 是 : WEE, 


1, 


P(A) = nT JF Q(A) = arg b(A) (42.1) 
“(它们 是 实 的 ). 对 分 离谱 ， 
| Py = 2n, Qn = “In (42.2) 
(它们 是 复 的 ). 所 以 我 们 又 引入 
P! =2ReA,, P? =2]màn (42.3) 
和 
Q,=Inlbal, Qn = ~ arg bn. (42.4) 


让 我 们 回忆 一 下 作用 变量 和 角 变 量 的 意义 ， 首先, 它们 是 广 
MA SRAM R Ne, AR IEMUKA, B 


{P(A), QAN} = 6(A — 和) (42.5) 


{Pa Qm} = {Pas Qin} = Sam: (42.6) 
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其 次 ， 作 用 变量 将 是 守恒 量 ， 而 角 变 量 以 特定 周期 依赖 于 tS 
实 上 ， 由 于 (42.1) 和 (42.2), 哈密 顿 量 可 以 表 为 


| n=} 3l - P?) +4 f 7 P(A) dA, (42.7) 


Bp 
1 I H iF oo 
H=) 3 (6P2P, 一 2P,3) +4 f A P(A) dr. (42.8) 


于 是 ， 十 分 显然 ，P(A)、 PLA PY S HBA SDA 0, 所 
以 它们 不 依赖 于 t, 它们 是 守恒 量 ， 是 作用 变量 ， 利 用 (42.5), 4 
易 得 到 


0,Q(A) = {H,Q()} = 4’, (42.9) 
即 
Q(X,t) = QO, 0) + 4)7t. (42.10) 
利用 (42.6), 得 
BQ = {H, Q} =4P,P,, (42.11) 
dQ! = {H, Q} = —2P,?. (42.12) 
所 以 ， 最 后 得 到 
QLC) = Q/,(0) 十 4P Pat, (42.13) 
QU (t) = Qh (0) — 2P,7t. (42.14) 


于 是 ， 我 们 看 到 ， QA). Qr, MO, 的 确 是 角 变 量 . 
现在 来 证 明 前 面 未 作证 明 的 (42.5) 和 (42.6), 以 及 除 此 而 外 
的 泊 松 括号 均 为 0. 我 们 先 证 明 


{Q(A), QAN} = 0. (42.15) 
事实 上 ， 有 
{e?QA), ei200)} = (小 at (42.16) 


而 右 端 又 显然 为 


— 4) 1612), HD} - 


{ 


不 难看 出 ， 右 端 就 是 


Pwa 
12 


进一步 ， 得 
WO oO v AAR 


2mm» (tR, è 


利用 


{f(la(A)|?), QAN = 


所 以 ， 


则 由 
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b(A’) 


(41.9) 等 ， 立 即 得 到 


若 取 


Fla) = = 


(42.20) 就 得 证 (42.5). 
由 (40.20) 等 ， 立 即 得 到 


(lair), Qa} = LU 


N)} — 223 fJaay|?, b 


b(A) 


—n6(A — yy LUO)" 


{2\m, In bn} = mns 


{2Xm 


3 In bn} = 0. 


=0. (42.17) 


b(A’) > b(A’) 
a {mar ae 


D). 


la(à)į?. 


(42.18) 


(42.19) 


(42.20) 


(42.21) 


(42.22) 


(42.23) 


(42.24) 


注意 
In bn =In|b,|+iargb,, lnb, = ln fbn] — i arg bn, (42.25) 


就 得 到 (42.2). 

这 样 ， 我 们 对 NLS 方程 就 导出 了 它 的 险 密 顿 公式 系统 ， 由 
此 使 我 们 对 NLS 方程 的 完全 可 积 性 有 了 更 明确 的 理解 ， 即 它 可 
以 化 为 一 个 由 作用 变量 和 角 变 量 表 出 的 哈密 顿 系统 . 在 力学 中 ， 
我 们 称 这 样 的 系统 是 多 重 周期 系统 . 

但 是 ， 我 们 千 万 不 可 误解 ， 以 为 将 NLS 方程 以 哈密 顿 公 于 
表 出 ， 方 程 就 解 出 了 . 在 本 章 一 开始 就 已 指出 ， 这 实际 上 是 作 正 
则 变换 . 它 对 应 于 前 面 讨论 的 散射 问题 . 而 变换 函数 本 身 并 非 显 
式 ， 因而， 只 是 由 变换 函数 的 应 有 性 质 来 确定 变换 的 结果 .要 确 
定 变换 函数 , 就 是 求 非 线 性 方程 对 应 的 拉克 斯 方程 的 约 斯 特 解 的 
显 式 ， 从 而 也 就 是 求 出 非 线性 方程 的 解 . 这 是 反 散 射 变换 所 解决 
的 问题 . 

建立 NLS 方程 的 哈密 顿 公式 系统 还 有 一 个 重要 意义 ， 它 提 
供 NLS 方程 的 量子 化 理论 的 一 个 经 典 对 应 ， 从 以 上 说 明 可 见 ， 
建立 了 量子 化 理论 ， 并 不 等 于 解 出 了 量子 的 NLS WR. BAR 
它 ， 要 用 到 现在 已 建立 的 量子 的 反 散 射 方法 或 其 他 方法 . 这 里 我 
们 还 要 注意 , 行列 式 是 不 存在 量子 对 应 的 ， 所 以 适应 于 量子 化 理 
论 的 要 求 ， 经 典 的 哈密 顿 公式 系统 的 推演 要 避免 行列 式 ， 如 关 斯 
基 行 列 式 . 这 将 使 推演 更 为 复杂 . 本 章 未 采用 这 样 的 讲述 方式 . 

以 上 介绍 了 NLS 方程 的 哈密 顿 公式 系统 ， 虽 然 比较 复杂 ， 
但 属于 标准 的 形式 .我 们 注意 ， 对 NLS HE, ERIENRRE 


是 u(x) 和 plz) = iu(z). 于 是 得 到 u(x) 和 uly) HIRES. be 
后 的 论述 ， 力 学 量 就 作为 wz) W ul) 的 泛 函 来 处 理 的 . 对 KdV 
方程 ， 由 于 是 实 的 ， 显然 类 似 的 方式 做 不 到 . 因此 KdV 方程 的 哈 


密 顿 公式 系统 不 可 能 属于 标准 的 形式 ， 这 里 我 们 不 加 讨论 . 
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NLS* 方程 


E5 WAR ERE eA (RIRE NLS+ 方程 ) 也 是 一 个 重 
要 的 非 线性 演化 方程 . 它 可 以 用 来 描述 壁 如 在 正常 群 速 色散 范围 内 
的 短 脉 冲 (BERD, 107! 秒 量 级 ) 在 单 模 光纤 中 的 传播 . 若干 年 前 ， 
它 已 被 证 明 是 完全 可 积 的 ， 在 边 值 为 零 时 ， 它 没有 孤子 解 . 但 在 边 
值 为 非 零 的 常数 时 ， 陕 哈 诺 夫 和 沙巴 特 改 进 了 反 散 射 方法 而 完成 了 
求解 . 求 得 了 一 种 称 为 暗 狐 子 解 的 特殊 形式 的 解 . 通常 的 NLS 方程 
的 孤子 解 《 有 时 强调 称 为 亮 孤子 解 ) 的 特征 前 面 已 经 得 知 Bon — 
个 亮 的 单 孤 子 解 ， 它 是 一 个 形态 几乎 处 处 为 0 只 在 一 个 小 的 局 部 范 
围 内 不 为 0 的 波 包 . 

NLS” 方程 在 边 值 非 0 时 的 暗 孤 子 解 则 具有 另 一 种 特征 . 壁 如 
一 个 暗 的 单 孤子 解 ， 则 是 几乎 处 处 为 非 0 的 常数 只 在 一 个 小 的 局 部 
范围 内 取 小 于 此 常数 的 值 或 为 0 的 波 谷 . 换 名 话说 ， 是 亮 的 背景 中 
的 一 个 暗 斑 . 但 是 ， 二 者 的 共同 特性 是 以 常数 速度 运动 和 在 相互 作 
用 后 保持 形态 不 变 . 

在 边 值 非 0 的 NLS+ 方程 的 反 散 射 方法 求解 中 ， 除 了 通常 的 谱 
参数 和 外， 将 出 现 另 一 参数 k, 它 是 和 的 双 值 函数 ， 在 萨 哈 诺 夫 和 
沙巴 特 当 年 求解 时 ， 为 此 引入 了 黎 曼 面 来 处 理 . 但 是 ， 他 们 最 后 指 
出 ， 可 以 用 引入 仿 射 参 数 〈 来 避免 引入 黎 曼 面 造成 的 复杂 ， 随后， 
塔 赫 塔 鲁 和 法 捷 也 夫 在 他 们 的 书 ( 见 参考 文献 [3]) 中 ， 用 了 仿 射 参 
数 ， 本章 也 将 用 仿 射 参数 i 来 展开 求解 的 反 散 射 变换 方法 . 

这 里 指出 边 值 非 0 的 NLS* 方程 的 反 散 射 解法 中 的 一 些 特殊 的 
性 质 . 以 p 表示 解 ulz, t) 在 zx > too 时 所 趋 于 的 复 常数 的 模 , 以 a 
表示 此 二 复 常数 的 相 的 差 . 我 们 知道 透射 系数 的 极点 n 决定 孤子 
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解 (这 里 是 瞳 孤 子 解 ), 这 里 证 明了 ， 它 们 必 位 于 复 《平面 的 上 半 平 
A, ADDER A O, 半径 为 p 的 上 半圆 弧 上 ， 且 一 定 是 简单 极点 . 


而 上 述 边 值 的 相差 a 等 于 a 的 辐 角 之 和 . 


8 43 NLSt 方程 和 它 的 拉克 斯 对 


NLS+ 方程 是 
iqt — Gea 十 2l¢|?¢ = 0. 


B g= ueio 这 里 p 是 一 个 正 的 常数 ， 得 到 
iut — Uae + 2 (ul? — p*?) u= 0. 


为 了 求解 它 ， 加 上 边界 条 件 


|u| > p, 当 z too 时， 

我 们 将 边界 条 件 写 作 
wp, 当 z 一 +00 于， 
(2 当 z + —oo 时 ， 


(43.1) 


(43.2) 


(43.3) 


(43.4) 


这 里 a 是 一 个 任意 常数 . 对 于 相 ， 还 有 别 的 取 法 ,但 可 以 由 此 处 的 


取 而 法 简单 得 到 . 
按 拉克 斯 ， 引 入 如 下 方程 


dz P(C) = LEBCE) 


, D(C) = M(E), 


式 中 
L{¢) = —iro3 + U, 


M(C) = i2\*o03 — 24U + i (U? -p+ Us) 03, 


(43.5) 


(43.6) 


(43.7) 
(43.8) 
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U= , 
i 0 


(43.9) 


这 里 》 是 通常 的 谱 参 数 . 以 下 可 见 ， 宜 于 引入 另 一 个 参数 4 而 将 和 


看 作 是 5 的 函数 . 
(43.5) 和 (43.6) 的 相 容 性 条 件 导 致 


Li 一 M, + [L, M] = 0, 
将 (43.7) 和 (43.8) 代入 (43.10), 得 


U; — iUzo3 + i2(U? — p?)Uo3 = 0, 


这 里 要 求 A 独立 于 二 
Ai = 0. 

(43.11) Æt (43.2). 

在 极限 x 二 co 下 ， 由 (43.4) 得 到 

L(C) > L£o(¢) = 一 ?As + Uo, Z 一 +00, 
式 中 
Lo = pi. 

这 时 (43.5) 化 为 


0, E(x, C) = Lo (QE (z, ¢). 
连续 谱 是 实数 的 和 ,上 且 和 2>p?， 


l ip (A E K) ) 一 4K tO 
€ 3, 
ip (A —«) 1 


E(z,¢) = | 
这 里 
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(43.10) 


(43.11) 


(43.12) 


(43.13) 


(43.14) 


(43.15) 


(43.16) 


(43.17) 


BAM MERA. 因而 ， 需要 引入 黎 曼 面 来 处 理 , 但 比较 复杂 . 还 
有 为 一 种 方法 ,引入 一 个 辅助 参数 ¢, 使 和 < 都 是 人 的 单 值 函 数 : 


和 


(43.16) 现在 表 为 


1 -ipl™! 
E(x,¢) = ( jpc-1 i ) ee OS | 


用 如 下 条 件 定义 (43.5) 的 约 斯 特 解 


Piz, C) + E(x, C), 当 z + +00 时 . 


它 满足 下 列 积分 方程 
P(e) = B(2,6)- 人 Blee) 


- {U (y) — Uo} Py, C) dy. 
以 算 子 {6s 一 Lo(6)} 作用 ， 所 得 方程 是 
{2 — Lo(¢)} ¥(a,¢) = {U(y) - Uo} Yy, ¢). 
EES (43.5). 


(43.18) 


(43.19) 


(43.20) 


(43.21) 


(43.22) 


(43.23) 


(43.23) 是 沃 泰 拉 (V.Volterra) 型 积分 方程 ， 由 此 方程 用 迭代 法 
得 P,e) 比较 复杂 ， 如 通常 一 样 ， 设 Pec) 可 以 用 如 下 积分 表 


J: 
WEC) = Elet) + | K(eu) By, d, 


(43.24) 
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这 里 K(x, y) RIF H 2x 2 RR. 它 满足 


K (az, +00) = 0. (43.25) 
将 (43.24) 代入 (43.5), 分 部 积分 消去 后， 得 到 
K (a,x) — aK (2,2)03 + U(x) — Uo -0 _ (43.26) 


和 
K,(2,2) + 03K,(2,x)o3 —U(2)K(e, y) + 03K (2, y)o3Uo = 0, (43.27) 
这 里 z < 3. 以 对 角 部 分 K(x,y) 和 非 对 角 部 分 K°(z,y) 表 出 后 ， 
(43.26) 和 (43.27) 成 为 
2K°(z,x2) + U(x) — Up = 0, (43.28) 
Ki(a,y) + Ke(a,y) — U(z)K°(z,y)— K°(a,y)Uo =0 (43.29) 
和 和 
Ke(z,y) — Ke(a,y) — U(rz)K "(zr,y) + K4(x,y)Up =0. (43.30) 


引入 新 变量 z, 使 > My 是 它 的 线性 函数 ，(43.29) 可 以 表 为 对 
zZ 的 常 微分 方程 ， 考虑 到 (43.27), 我 们 得 到 


Kiley) =- f ” (U(2)K(z,2—2 +y) 


+K°(z,z-2+y)Uo} dz. (43.31) 
类 似 地 ， 由 (43.30) 有 
K(x, y) = -5 fu (=) 一 vo} -f Í {U(z)K%(z, -z +T +y) 
—Kĉ(z,—z + z + y)Uo} dz. (43.32) 
此 二 者 都 是 沃 素 拉 型 积分 方程 . 由 迭代 而 得 的 解 是 绝对 收敛 的 . 在 
条 件 (43.28) F, 天 (x,y) 相对 于 r 和 4 是 无 限 可 微 的 ， 且 相对 于 y 
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4 y + oo 时 是 许 瓦 效 意义 下 可 微 的 ， 因 此 ， 以 上 引入 的 积分 表示 


(43.24) 成 立 . 
类 似 地 ， 有 
L(¢) > L_(¢) = —tAo3 + UL, 24 x -+ —oo lf 
这 里 
U_ = Q(a)UoQ™ (a), 
Q(a) = 18879, 


因此 
6,E_.(2,¢) = L_(C)E_(2,¢) 


HM 
B_(2,0) = QHa)E(e, 0). 
定义 
$(x,() > E_(r,C). 当 z 一 —oo ff 
也 有 积分 表示 
dla,0) = B(e,0)+ | Ne WBE) 


这 里 
N(z,—00) = 0. 


8 44 约 斯 特 解 的 简单 性 质 


(43.33) 


(43.34) 
(43.35) 


(43.36) 


(43.37) 


(43.38) 


(43.39) 


(43.40) 


在 复 《 平面 ， 我 们 画 一 个 圆心 在 0, 半径 为 p 的 园 ， 以 下 简称 
pl. 复 ( 平面 由 实 轴 和 p- 圆 分 割 为 四 个 区 域 ， 容 易 看 出 如 下 对 


应 : 
5 实数 ， 和 实数 ,和 > p?, n 实数 
(在 p- 加 上 ， 和 实数 ,站 <p?，& 纯 虚 数 ,|k| <p. 


(44.1) 
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实数 的 < 对 应 于 A 的 连续 谱 和 实数 的 <. 在 此 情况 下 ， (43.15) 有 
两 个 独立 的 二 分 量 解 ， Ei(z,C¢) 和 2(x,C). 

由 (43.21) 可 见 ， 对 于 实数 的 《,(43.5) 有 两 个 独立 的 二 分 量 解 
Pils, C) 和 Falz, C). 类 似 地 ， 由 (43.38) 又 可 见 (43.5) 又 有 两 个 独 
立 的 二 分 量 解 1(zx,C) 和 更 2z(z,6) 但 是 ， 方 程 的 这 两 对 二 分 量 解 
是 线性 相关 的 ， 引 入 单 式 矩阵 TC): 


(z, C) = W(x, CTC), (44.2) 
这 里 T(C) 是 l 
a(¢) bE 
j= ( | É ) ) (44.3) 
D(C) acc) 
对 实数 的 《, 由 (43.7) 和 (43.23) 得 到 
o,L(z,€)o, = L(z,¢) (44.4) 
和 一 一 
oiE(z,C)o1 = E(x,¢). (44.5) 


因此 ， 与 (43.23) 一 起 ， 得 


Ti P(x, Oc = P(x, C). (44.6) 
写 下 
Plat) = ($a) ye), (44.7) 
得 一 -一 -一 -一 一 
y%(z,5) = a(z, 6). (44.8) 
类 似 地 ， 有 
oE- B_(z,¢)o1 = E_(zx,¢), (44.9) 
(z, l)o = p(z , 0) (44.10) 
B(z,6) = (¢(z,C) gc (44.11) 
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和 


~ ——— 


o(z, C) = ogha, Ç). 


我 们 又 有 
oT (Oo, = T{d), 

a(¢) = a(¢) 
和 一 一 

b(¢) = b(¢). 
由 (44.2), 得 l 

plx, C) = a(C)b(2,¢) + betle, ¢) 

和 


hla, C) = OV(z,C) + a(C)H (a, ¢). 
由 (43.20), 可 得 


det W(x, C) = det 更 (z,6) = det E(x, ¢) = 1 — pC 2. 


这 导致 
det T(¢) = 1, 
即 
laOFP — BOF = 1 

由 (44.2), 有 

V(x,C) = O(z,¢)T*(¢). 
显然 i 

1 alc) —b{¢) | 

T- = 

9 ( —b(¢) a6) 

(44.21) 给 出 


d(x, C) = allele, C) — (6) o(2,¢) 


(44.12) 


(44.13) 


(44.14) 


(44.15) 


(44.16) 


(44.17) 


(44.18) 


(44.19) 


(44.20) 


(44.21) 


(44.22) 


(44.23) 
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和 
w(x, C) = —b(C)6(a, ¢) + a(¢)d(z, ¢). 
Wir,¢) 之 逆 是 


palz, ¢) —vi(z, ¢) 


pi{e, 4) = (1- p> "| - 
OO PON inne) hed 


此 (44.2) 导出 
T(¢) = 到 -1(z; 6) (z, C). 
FR, 4# | 
0 = (19°C) vee eo 
HO = (1- P w [ile 0, oz,0))|, 


a(¢) = (1— P?) wi 0), 0 
和 


iC) = (1- e) w [il 0), yeo]. 


这 里 ， 朗 斯 基 行 列 式 定义 作 


W |¢(z,), wr, 0)| = det (6(e,¢) ¥(2,¢)). 


由 (43.24) 等 ， 我 们 有 


oIK(z,y)o1 = K(z,y). 


K(x, y) = Kii(z,y), Ky2(z,y) = Ko (z,y). 


oiN(z, yoy = N(z, y). 


) 


(44.24) 


(44.25) 


(44.26) 


(44 27) 


(44.28) 


(44.29) 


(44.30) 


(44.31) 


(44.32) 


(44.33) 


(44.34) 


Bp 
N22 (1, y) = Nii(z, y), Nj2(x, y) = Nails, y). (44.35) 

由 约 斯 特 解 Pie, 6) 的 积分 表示 ， (43.24), 可 见 y(x, C) 可 以 解 

析 地 延 拓 到 复 ( 的 上 半 平 面 , 而 yl O 延 拓 到 下 半 平 面 . 事实 上 ， 


—tn71 
v(x, Ce *? — ( 本 ) 


oo —ipç t 
+ f K(a,y) e*(t-W) dy (44.36) 
x 1 


ER CW EEF, Ims > 0, 被 积 函 数 的 指数 由 于 yY > z FRA 
Fi, HER. 

类 似 地 ， e(z, C) 和 A(x, ¢) 可 以 分 别 解析 地 延 拓 到 复 ¢ 的 上 和 
下 半 平 面 . 由 (44.27) 和 (44.29), 又 得 到 a(6) 和 ale) 可 以 分 别 解析 
BERSE C 的 上 和 下 半 平 面 , 

4C 是 复数 时 ， 以 上 某 些 公式 要 作 修 改 ， 如 (44.9), (44.12) 和 
(44.14) 分 别 换 成 


ba, 6) = ays, ¢), (44.37) 
H(z, ¢) = A(z, ¢) (44.38) 

和 
(0) = a0). (44.39) 


b(C) 和 b(C) 一 般 不 能 解析 地 延 拓 到 《〈 的 实 轴 之 外 . 
8 45 约 化 变换 和 渐 近 行为 


由 于 的 两 个 值 对 应 于 同一 个 A, 所 以 要 讨论 约 斯 特 解 的 约 化 
变换 下 的 性 质 ， 这 里 ， 约 化 变换 指 的 是 下 列 变换 
C = pt. (45.1) 
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A>, KO KK. (45.2) 


APETI = AO), (PCT) = — (0). (45.3) 
由 于 拉克 斯 对 中 只 含有 A, 所 以 在 约 化 变换 下 保持 不 变 ， 由 (43.7), 
有 


L(p*¢~*) = L(¢). (45.4) 
由 (43.20) 可 见 ， 
E(z, pC 7) = p- 1CE(z,C)o, (45.5) 
即 
E.x(x,p°¢—') =ip *CE2(z, C), 
Elz, pC) = ~ip Eala, 0). (45.6) 
因而 就 有 
V(x, 76-1) = p-1C (C02, (45.7) 
即 


ple, p?!) = ip cyl, t), plz, ptt) = ip h(a, t). (45.8) 


注意 E_(z,() 还 包括 另 一 个 因子 Qla), 但 是 ， 此 因子 不 影响 如 
上 的 变换 ， 所 以 仍 有 


| B(x, pC") = pC O(a, Coa, (45.9) 
Bo | 
olz, p? CT!) =i tle, t), O(a, ptt) = ~ip telae, t). (45.10) 


由 此 又 得 到 
a(p*¢~*) = a(¢) (45.11) 


和 
bp?!) = —-0(¢), 《为 实数 (45.12) 


142 


在 约 斯 特 解 的 解析 区 域 中 ， 当 |4| 一 oo 时 ， 我 们 有 


V(r,C) = ( 1 ) e*** + O(|¢\7*), (45.13) 
y(z,¢) = ( 1 js+olkD)， (45.14) 
olz, t) = ( 1 ) etter +0 (|¢\7") (45.15) 

和 
ie0= (1 Jool. (45:16) 

当 | 5| > O 时 的 渐 近 行 为 可 以 由 (45.9) 至 (45.12) 简单 得 到 ， 

-ieil = ( 1 ) 7+ Oc, (45.17) 
-v(m 0) = ( g JOD, (45.18) 
iiao h | Jeo (4819) 

和 


1 


wiae = (5 Jeete. (45.20) 


所 以 ， 又 得 到 


a(l) = e2" +0 (|¢j71). IC} 一 oo (45.21) 


a(C) = ei + O(| |), |¢j 30. (45.22) 
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a(6) ER C 的 上 半 平 面 解析 ， 但 可 以 有 零点 ， 设 Cn 是 它 的 一 


a(n) = 0. (45.23) 


由 于 (43.5) 可 以 写成 一 个 本 征 值 方程 

L $(¢) = 入 下 人)， (45.24) 
这 里 

L = i030, — io3U. (45.25) 


PBRA-PARBAT. GHAR THAT ARR. 分 离 的 本 
征 值 An 是 实数 ， 由 944 的 对 应 关系 可 见 ， 相 应 的 6 必 在 复 C 的 
上 半 平 面 的 p- 圆 的 上 半圆 狐 上 我们 写 下 


Cn = pen, O< n< (45.26) 


Cn =P(tntivn), pwetve=1, m>O0 (45.27) 


和 
An = Pin; Kn = ip rn. (45.28) 
由 (44.27) 和 (45.23), 在 Cn 处 有 | 
p(z, Cn) = bn P(x, Cn), (45.29) 


a(Cn) = 0. (45.30) 
再 由 (44.29), 得 
ọla, Cn) 一 bn Y(T, Cn), (45.31) 
bn = bn. (45.32) 
然而 ， 又 有 
pt = Cn. (45.33) 
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注意 (45.9) 和 (45.10), 由 (45.29) 得 到 


所 以 
bn = —bn, bn = —bn. (45.35) 


这 表示 bn 是 纯 虚 数 . 
现在 来 证 明 零 点 Go 是 简单 零点 ， 


(Ca) £ 0, (45.36) 
这 里 
d 
Un) = lO] (45.37) 


FH (43.5), (44.29) 和 (45.27), 利用 NLS 方程 中 类 似 的 问题 所 用 的 同 
样 手续 ， 得 到 


(Cy) = ibn J pi (2, Ca)tbo(2, Ca) de. (45.38) 
注意 (45.8), 
plz, Cn) 一 —ipt; W(x, Cn) = —ipCn o(s, Cn), (45.39) 
即 
pilt, Cn) = ~ipls Yaz, Cn). (45.40) 
我 们 看 到 ， 
a(Gn) = —bn pl,’ E CACAH dz, (45.41) 
所 以 ， 得 
cn > 0, (45.42) 
这 里 
一 _ bn 
cn = TA (45.43) 


145 


Un) = ål) i, (45.44) 
容易 得 到 
Ch = Cn, (45.45) 
ix 


设 aC) 有 N 个 零点 Gn = 1,2,...,N， 因 为 ale?” 在 
ICi 一 oo 时 趋 于 1, 通常 的 手续 导致 


ila ~ 7° a 2 
itoh [Oe ea 
在 极限 |¢| 一 0 时 ， 我 们 得 到 
ia Il exp | tf In nae E) ae! (45.48) 


§46 FREAK -DORRMHTE 


定义 
人 GO)， 当 ImC > OE}; 
O(z,6)= | 
v(x, £), 4Im¢ < 0 时. 


(46.1) 


a(6)*o(a,¢) 在 5 的 上 半 平 面 ， 除 了 在 C 有 简单 极点 外 ， 处 处 解 
F dO 在 下 半 平 面 解析 . O(n, ¢) 在 实 轴 处 有 跃 度 


a(l) tolx, t) 一 02(z C) = rOle, 0), (46.2) 
146 


这 里 
r(¢) = MD, (46.3) 


LAP EPH, O(2,¢) 有 极限 
{O(z,¢)~ Ba(z,d)}e** = O(G) Hc > co 时 (46.4) 


{O(z,¢) — B(x, ()} e7 = O(1). 当 |6| 一 0 时 (46.5) 
应 用 柯 西 公式 ， 得 
{O(x,¢) — Ea (æ, ¢)} e"? 


{O(z, ç") - E (z, e? ae 
=+ r a 1， (46.6) 
积分 路 径 的 组 成 是 : 上 下 平面 沿 实 轴 和 无 穷 远 处 的 半圆 弧 组 成 的 
两 个 反 时 针 回 路 ， 和 绕 每 一 个 6 的 顺 时 针 的 小 圆 rn. 也 就 是 如 图 
5-1( 见 第 1 章 ， 第 14 页 ), 不 过 这 里 的 小 圆 的 心 都 在 o- 圆 的 上 半圆 
IE- | 
由 于 (46.5), 大 圆 弧 的 积分 可 以 略 去 ， 所 以 上 式 的 右 端 化 为 在 
各 个 点 Cr 处 的 留 数 


1 {O(2,¢')-— Ex(2,C)}e™* | 
之 和 R(x, ¢) 加 上 连续 谱 部 分 J(z, ¢), 
r(C’\b (a, Ce? | 
J(z, 6) = a F are ae (46.8) 
这 里 rn 表示 绕 all) 的 零点 CG HDA. 绕 rn 的 积分 是 
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注意 (45.29) 和 (45.43), 就 得 到 


R(z,¢) = — ara A (46.10) 
n=1 n 
于 是 ， 将 《 取 在 下 半 平 面 ， 得 
6(2,¢) = Ea(2,¢) + {R(a,¢) + J(a, je ™?, (46.11) 


这 就 是 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散 射 方程 .由 它 可 以 定 出 NLS+ 方程 在 
非 0 边界 值 时 的 解 . 
由 (43.24), 有 


He.) = Bale) + Ke wpaly, dy (46.12) 
分 部 积分 后 ， 取 || > oo 的 极限 ， 得 
U(x, ¢) = Bale, 0) + —K(2,2)Ba (2,0) to. (46.13) 


于 是 
halz, ) = ipte" 一 Kai(zz)je * + O(|¢|~*). (46.14) 
由 (43.28) 得 


u(x) = p- 2Ka (z, £) 


= limy cl -oo{ — iCY2(z, Ce"? }. (46.15) 
也 就 是 
uls) 一 p 二 1》 cnGnWya(z Gn)e™* 
n=l 
1 oe I I ikaz i 
+ on J. r(C palz, C je" ad. (46.16) 
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§47 散射 数据 随时 间 的 演化 


在 以 上 的 讨论 中 ， 时 间 t 我 们 往往 略 去 不 写 ， 事实 上 ， 应 当 写 
E. 例如 (44.16), 就 应 当 写 作 


olz, t, C) = a(t, C)b(w, t,¢) + W(t, Cv(a, t, C). (47.1) 


但 是 ， 此 上 仍 是 一 个 纯 参 数 ， 因 为 上 式 中 的 量 如 何 随 它 变化 并 未 决 
定 ， 现 在 利用 第 二 个 拉克 斯 方程 来 决定 . 
42> -oo 时 ， 约 斯 特 解 为 


1 
olx, t, C) > ei3 07 ( ) en ke, (47.2) 
| ipC™! 


它 独立 于 t 所 以 不 能 满足 第 二 个 拉克 斯 方程 ， 我们 引入 一 个 依赖 
F tA CRZ h(t, C), 使 得 


{0: — M(z,t,C)} A(t, C)o(@, t,£) = 0. (47.3) 
取 极 限 x 一 -co, 得 
Ə h(t, C) — i2KA h(t, C) =0. (47.4) 
因此 
h(t, C) = e”. (47.5) 


考虑 到 时 间 的 相依 ， 约 斯 特 解 


~ 


b(z,t,¢), (2,t,¢), o(a,t,¢), v(z,t,¢) 
分 别 换 成 
h(t, C)o(x,t,¢), A+ (t, ¢) b(z, t, 0), 
h(t, Oyle, t, C), 73 (t, C)b(a, t, ¢). 
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以 A(t, C) R (47.1), 并 以 算 子 (0,—M (r,t, O} 作用 , 再 取 极 限 x 一 o, 
这 时 右 端 成 为 


{0; — 12d 03 + 2Apar h(t, C){a(t, CE (2.0) 


+ b(t, C)E.2(z,¢)} =0. (47.6) 
注意 (43.20), 即 得 
ahlt, alt, O} — i2KA h(t, Calt, C)=0 (47.7) 
和 
{h(t C)b(t, C)} + i2KAh(t, ¢)b(t, C) 三 .0. (47.8) 
代入 h(t,¢) 的 表示 式 ， 就 得 到 
a(t, Ç) = a(0,¢) = a(¢) (47.9) 
和 
b(t, C) = b(0, C)e™ Xt. (47.10) 
MA 
r(t, C) = 7(0,C)e 3At, (47.11) 
类 似 地 ， (45.29) 应 写作 
(x,t, Cn) = bn(t)b(a,t, Cn). (47.12) 


FED h(t, Cn), 并 以 算 子 {0; 7 M(x, t, Cn)} 作用 ， ALAR RR z 一 OO, 
得 
{; — 1202.03 + 2Anpor} h(t, Cn)bn(t)E.2(2, Cn) = 0, (47.13) 


BD 
bntlt) + 14K, Ay b,(t) = 0. (47.14) 


所 以 
ba(t) = bn (0)e 7 nnan, (47.15) 
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于 是 得 到 


cn(t)} = cn(0)e Ant, (47.16) 
我 们 看 到 ， 只 要 将 反 散 射 方程 中 所 含 的 量 ， 即 散射 数据 
S = {7r(C), en, Cn} (47.17) 
换 成 
S(t) = {r(06e cn(0je nàn, Cab, (47.18) 
这 样 就 得 到 含 时 间 的 结果 . 


8 48 GH 1- AFF 


作为 第 一 个 实例 ， 现 在 来 看 无 反射 rA)=08 N=1 的 情 
况 . 我 们 不 但 可 以 求 出 NLS 方程 的 解 ， 暗 的 1- 孤子 解 ， 而 且 可 
以 求 出 此 时 的 约 斯 特 解 ， 这 时 (46.13) 为 


Plz,0) = Ei(z,C) — eile Gemes, (48.1) 
即 


vr (z,¢) 一 et ~ c1€1ya(a, Ci)e' eT, (48.2) 


l 
6 一 61 


palz, C) = iple"? — Z 1 cl6lya(zGije eT. (48.3) 


Ĝi 
利用 关系 (45.8), 取 (= P = 得 

p(x, C1) = pr, P) = iT hyla, C1). (48.4) 
所 以 (48.3) 成 为 


1 


Z Te cabal Ge (48.5) 


ip Ci: de(x, G1) = ip he — 
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于 是 立即 得 到 
. 一 工 
balz, C1) = etf1z fı 一 raees) (48.6) 
代入 (46.18), 即 代 入 


al(Z) = p+ teri Po(z, Ci)e™!” (48.7) 


后 ， 得 到 


一 -一 ， -1 
. 4 . 
u1(z) =prt icy Ce" {1 一 一 P ems) 


。 —1 2 . 
ta er eu ee ee en 


引入 
ap 12K12 
Fy = 一 三 一 一 一 1 48.9 
C1 — 41 ore (48.9) 
上 式 化 为 
14+? F 
u;(r) = pT (48.10) 


注意 (48.9) 右 端 指数 前 的 因子 恒 为 正 ， 和 cy 对 时 间 的 相依 (47.15), 
于 是 (48.9) 可 以 写作 
Fy = e771, (48.11) 


式 中 
6, = ~iky (2 一 出 1 一 2A1t) = ki (x — t1 一 2Aıt). (48.12) 
这 里 «i AAR, CAMB ki > 0. FLA (48.10), 得 


1+ e281 e72ki(a—%1 —-2A14) 
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这 就 是 NLS+ 方程 的 暗 的 1- 孤子 解 ， 容易 看 出 ， 


P, 当 xz 一 oo 时 ; 
u 一 (48.14) 
pe 当 z 一 一 co 时 . 
(48.13) 又 可 写作 
u(x) = i i the = eii A + ikith 6; }. (48.15) 
得 到 
ui(z) = à? + k? th? 6, = p? — k? sech? 6. 48.16 
1 1 


所 以 我 们 看 到 解 的 模 |ui(z)|, 只 在 91 x0 处 ， 取 最 小 值 Al 其 余 各 
处 都 取 值 p. 注意 双 曲 正 割 显著 不 为 0 的 范围 很 小 ,所 以 hui(z)| JL 
乎 处 处 为 常数 值 p, 只 在 一 个 很 小 的 范围 下 止 ， 值 减 到 A. 所 以 ， 
这 种 解 称 为 暗 孤 子 解 . 对 前 面 的 孤子 解 有 时 称 为 FT. 

把 (48.7) RE (48.3), 得 


Jale, C) = ig te"? +i (una) phe (48.16) 


pile, 0) = ipl te * i le un(a) pe. (48.17) 
Ca 
利用 (48.4) 得 


Jale, 0) = e? tul) — pje"? (48.18) 


palz, C) = e"? — nla) _ pje", (48.19) 
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这 时 ， 因 为 无 反射 ， 且 NN =1, 所 以 


a(C) = eA 《二 对 — s 
(0) mae (48.20) 
由 ~ 
P(x, C) = a(C)o(z,¢), (48.21) 


就 可 得 到 这 时 的 A(z, C) 的 显 式 . 


8 49 GAH N- AFH 


EAR RH, r(6) = 0, 这 时 (46.13) 为 


Tle.) = Balz O) - DD pig entabla, Cadette, (499 
n=] n 
Bp 


p(z, l) =e- Y gelata, njere? (49.2) 


n=l 


和 
加 (z,() = ipte — co 人 Cn)einre -in (49.3) 
n=1 n 
(46.18) 这 时 为 


Un(z) = p+ > tenCnto(z, Cn)e'™™"?. (49.4) 


n=] 


利用 关系 (45.8), 取 C= Pin = lm, 得 


(E, Cm) = (2, P Cn) = ip Cn (2, Cm). (49.5) 
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所 以 (49.3) 成 为 


ip mpl, Cm) = ip time" 


引入 
Yon = ifcnp Cn¥e(z, Cn) 


fr — Vene™"”, 
gn = ip Cn fn 
p 


Bam = Ín fm, 
? 


(Cm ~ Cn) 
(49.3) 可 以 写作 
Yom = Jm 一 5 Pon Bnm, 
n=l 


Pa = g— PB. 


P = g(I + B)™. 
(49.4) 可 以 写作 


Uy (2, t) -p+py、 Van fi =p{l + Po fT}. 


n=1 


把 (49.13) 代入 ， 得 


det (I+ B+ fTg) 


wf" =g +B) 7 = det (I + B) 


— i. 


~ doy T. Cnbna(a,Cnjemn tm). (49.6) 


(49.7) 
(49.8) 
(49.9) 


(49.10) 


(49.11) 


(49.12) 


(49.13) 


(49.14) 


(49.15) 
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因此 ， (49.14) 成 为 


det(J + B’) 


t) = p——_\__ + 
un (z,t) Paet(I +B)’ 


这 里 
B'=B+ f"q, 
Bp 
Bum = Dnm + fngm 


一 fue ep nbn fm: 
容易 得 到 


N 
det(I + B)=1+ > 5 B(n1, Nna, ..., Me); 


r=] liny<ng<- cn, SN 


AP 
B(n1,n2,..., nr) = I] [in _ Cn)]-! 
I [i(Cm 一 Cn Vlil Cm = Cn )] P. 
nom 
这 里 
Nn, M E {ni1,n2,..., Mr}. 
(49.20) 又 可 以 写作 
2 
B(m, na, 14) Mp) = [FE I] Gn ~ Cm ’ 
n n<m Cn Cm 
式 中 
Fn = __? _ 2 
i(Cn Cm) fa 
= — P ei2unz， 
i(Gm — Cn) 


156 


(49.16) 


(49.17) 


(49.18) 


(49.19) 


(49.20) 


(49.21) 


(49.22) 


(49.23) 


注意 右 端 指数 前 的 因子 恒 为 正 ， 和 cn 对 时 间 的 相依 关系 (47.15), 于 


是 上 式 可 以 表 为 
Fa = e779, (49.24) 


这 里 
On 一 一 xn(z 一 Zn 一 2Xnt) = kn(£ — En — 2ånt). (49.25) 


因为 Kn EWER kn 是 它 的 虚 部 . 


同样 容易 得 到 
det(I + B')=1+ 5 > B'(ni,n2,...,nr), (49.26) 
r=ll<nycng<- <n, Sn 
式 中 
B' (ni, n2, Nr) = [| Fe 7¢? II p-ta] 。 (49.27) 
n . n<m Cn 一 em 
注意 下 列 代 换 
pE = eA, (49.28) 


于 是 ， 我 们 就 得 到 了 NLSt PRA N- 孤子 解 的 显 式 . 
例如 ， 当 NN = 2 时 ， 我 们 不 难 算出 最 终结 果 . 


2 


det(I + B)=1+ A +F + hh > — 2 (49.29) 
Bp 
1— Àz — kik | 
—26, 一 202 —2(8:+@2) 1^2 1%2 49.30 
1 十 e +e +e (eS (49.30) 
和 
| G- 
det(I + B’) 一 1+ eB, + e222 F, +e +62) F Fo ET ， (49.31) 
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BA 


. , , 1 — AyAg — kyk 
1 1201 一 201 十 42092 一 202 12(81+82)-2(0,+62) 1^2 工人 
te e te 1 — NN + kik? 


代入 N =2 的 (49.16), 就 得 到 uo(z, t). 
§50 BH N- 孤子 解 的 渐 近 行为 


因为 Imk, > 0, 所 以 有 
0, 当 2 一 十 oo 时; 
| > 
| 00, “42 一 一 co 时 . 
于 是 ， 当 TC 一 二 oO0 时 ， 有 
det(7 + B), det(I + B’) — 1. 
这 航 满 足 边界 条 件 之 一 . 当 z 一 -co 时 ， 有 


det(I + B’) Bi, 2,. -站 _i28 
e r, 


det +B) ° B(L3,..,N 
5 (43.4) 比较 ， 得 
a 一 一 2 Il Bn- 
n=l 
这 正 是 无 反射 情况 下 的 (45.48). 
以 2, 表示 c= zn 十 2Ant KBR, 
An < Àn- < < Ai, 
Qu, Quai, ry A. 
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(49.32) 


(50.1) 


(50.2) 


(50.3) 


(50.4) 


(50.5) 


(50.6) 


T — Tn — 2Ant > —-O, Fa ©, W n< j 时 ， 


£ — Em — 2Ànt > 0, Fm0, “4 m >j 时 . 


保留 最 高 阶 项 ， 得 


det(I + B) © B(1,2,...,7 — 1) + B(1,2,...,7). 


容易 看 出 
det(I + B) © B(1,2,...,7 — 1)(1 + FIP), 
式 中 
FY) = Cj — Cn 
也 可 以 写作 
(+) _-20°+) 
F} =e “i , 
式 中 
IP = kj (@— zj — 2d;t — A ). 
和 
一 1 
a= Ln Or S| 
j 2 Í n=l Gi 一 Cn 


类 似 地 ， 在 邻 域 2; 中 ， 又 有 
det(I + B’) = B'(1,2,...,7— 1) + B'(1,2, f), 
BẸ 


det(I + B') ~ B'(1,2,...,7— 1) (1 + e728 p) . 


(50.7) 


(50.8) 


(50.10) 


(50.11) 


(50.12) 


(50.13) 


(50.14) 


(50.15) 


(50.16) 
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因此 ， 当 t> œ 时 ， 在 2; 中 ， Un (xz) 近似 等 于 
uy © ei2Bt th; lt) (z, ¢,), (50.17) 


这 里 ulr, G) 表示 参数 为 《的 暗 的 单 弧 子 解 . 
因此 ， 当 上 一 co 时 ， usle) 可 以 玫 成 一 系列 瞳 的 单 孤 子 解 之 
和 : 


uv(z) = 2A +--+ Bw -1) fue, dw) — p} 十 
Heitt) ful) (a, 65) — ph te tufe). (50.18) 


这 里 我 们 注意 ， 上 式 中 有 N-1PESPRMET p, 因为 


Haa) | p, 42 2; ZAHA, 5029) 
pe Pr, 当 z 在 仿 之 左 方 远 处 . 
类 似 地 ， 当 + 一 -oo 时 ， 在 Q 中 ， wn(z) 近似 等 于 
Uy a e?it tAn ue, C), (50.20) 
这 里 
= Fj mR 2 -| ， (50.21) 
FO = e, (50.22) 
o = kj (2 — zj —2A;t — 4 中)) (50.23) 
和 
AS 元 Il in| $ > 一 2 和 | . (50.24) 


I m=j+1 
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之 各 : 


Uy (x) = e Pat thn) THG (1) 一 p} foo 


peiit ten) Sua, Cj) — ph + -uf (a, Cw). (50.25) 


这 样 我们 看 到 ， 在 1 一 -00 到 上 一 oo 的 过 程 中 ， 第 7 PMH 
总 的 附加 移动 为 
A; = AS ~ av. (50.26) 


8 51 FRKATE 


从 求解 看 ， 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散射 方程 是 合适 和 足够 的 . 但 
是 ， 与 它 等 价 的 马尔 钦 柯 方程 还 适用 于 别 的 目的 ， 例 如 导出 约 斯 特 
解 的 完备 性 等 ， 当 《〈 为 实数 时 ， 利 用 变换 〈 一 -PC ,可 以 证 明 


0 ; OG 
f eke de = f pE? e" de. (51.1) 
一 名 0 
于 是 
广 eke de — f (1 + pC 2)e de 
— 50 0 
=2 J © iidr = 476(z) (51.2) 
和 
i Cte“? dg = 0. (51.3) 
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当 z<0 时 ， 有 


zj 


广 ] l | Imie it = “42<0, Im > 0 时; 
bimi Tari H d¢ 一 


这 样 立即 看 到 


f E(x, Q)E.2(y,)" 01 dt = 4n6(2 — y), 


三 E.2(x,C)E.1(y, CTo dC = 4n8(x — y). 


写 下 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散 射 方程 


b(a,¢) — Ea(a,C) = {R(z, 0) + J(2,O}e"™, 


这 里 〈 DV ERR TE C- 10, 和 积分 表示 (43.24) 


P(x, C) = Ea(z,C) + f K(2z,y)Ea(y,¢) dy 


PeO = Balad) + | ~ K(a,y)Ea(y, 0) dy. 


—Inie***, 当 z > 0， Im¢’ < OR, 


(51.4) 


(51.5) 


(51.6) 


(51.7) 


(51.8) 


将 (51.6) HRA (40) Ely, Oo 后 ， 在 y>z 时， 对 5 从 -oo 到 
co 积分 ， 利 用 (51.5), EWA Kley). 将 (46.10) 和 (46.8) 代入 ， 利 


用 (51.4), 右 端 为 
-5 de 《np(z Cn) )E.2(y, Cn) oa 
=] 
-5 i r(C)ý(z,ç)E-2(y, 6) ode. 
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(51.9) 


将 上 列 积分 表示 代入 ， 最 后 得 到 
Ket Fle+u)+ | K(e.2)Ple+y)de =0, y >x, (51.10) 


式 中 


© N 


F(z + y) = 5 2 Enn E. 2(z, Cn) E. 2(y, Cn) ol 


十 xf. r(¢’ Bol 2, ¢'\B.a(y,¢')7 adc’. (51.11) 


也 就 是 


F(z +y) = 这 Cn ( ) 1 — ipgz*)el*n(e+y) 


+> kag Je — ing’ e EHDA. (51.12) 
-œ 1 iÇ 


(51.10) 就 是 NLS* 方程 在 非 0 边 值 时 的 马尔 钦 柯 方程 . 
我 们 可 以 直接 证 明 反 散射 方程 的 两 种 形式 是 等 价 的 . 由 马尔 钦 
柯 方程 的 形式 ， 设 


K(z,y)= SK (2,Gn)(1_ = iper ett 


n=1 
+ j T KEON = ipl Het Mac. (51.13) 


这 里 K(z, Cn) M K(2,¢) Æ 2x 1 RE. ARA (51.10), 积分 后 各 项 出 
现 一 个 分 母 ， 注意 


nt Rim = 5 (Gn — PCR ILH CG Gn) (51.14) 
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等 关系 ， 得 到 


Cmeiitn thin je 


r ¢,) fF 
n=1 “Cn ~ Pen’) 


-f K (2, C) n metl +m) dC, (51.15) 


if — p2Cm ) 
和 
_ 工 (2 \ rE ie 
K(z,0) = 一 元 ( iC ) ic 
LS reog in coe tte 
£, ? (0) i K' +K)2 
和 Keren ede (51.16) 
KERER- 沙巴 特 反 散射 方程 对 比 ， 即 见 
K (z£, Cm) = -cnkmy(e Cm) (51.17) 
和 
K(e,¢) = -or(CW(z,6). (51.18) 


8 52 约 斯 特 解 的 正 交 性 


和 边 值 为 0 时 一 样 ， 用 狄 喇 克 记号 定义 约 斯 特 解 的 内 积 ， 


(OEO) -f oe, C)46(e, 0) dz (52.1) 
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这 里 ， 伴 随 态 为 如 下 列 阵 : 
$(2,6)4 = Wl, t) To. (52.2) 
由 第 一 个 拉克 斯 方程 ， 容 易 得 到 
—W |$(2z,¢), Yl, c) = —i(A 7 A'J{ dilz, wa(z ¢’) 


+ ġ2lx, Cp (z, ¢')}. (52.3) 
于 是 ， (52.1) 成 为 


(52.4) 


(O(C)}6(Q)) = lim LS W |9(z,¢), Yle, c) F 


EER, WH 
a(C)(d — pPI e i E 4 BCe! — petet ts E, (52.5) 


这 里 《 和 (理解 为 由 上 半 平 面 趋 于 实 轴 .， 极限 为 主 值 意义 下 的 ， 


eT) = 2n(1 ~ pC? ee- 6"). (52.6) 


1 
jim P A) 


(52.5) 第 二 项 的 贡献 为 0. 因为 它 含有 一 个 因子 8E- p?C'-!). HF 

《和 (都 是 由 上 半 平 面 趋 于 实 轴 ， 所 以 -1 将 由 下 半 平 面 趋 于 实 

轴 ， 因 此 ，《 不 可 能 等 于 p2C-1. 这 样 就 得 到 ， (52.4) 在 上 限 处 的 

值 是 2ra(6)6(C -C 同 理 ， 在 下 限 处 的 值 也 如 此 ， 所 以 最 后 得 
(ACHOE) = 4 alt) El — ¢’). (52.7) 

由 于 (52.3) AT DA AR TH REI BUSS 5 的 上 半 平 面 , 对 《 取 微 商 ， 
再 令 ¢=¢' = Cn, 得 到 
< wig, Cn), plz, 0) = s(t — p=?) { bi (2, Cnr (a, Cn) 


+ do(z, Cn) (2, Cn)}. (52.8) 
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因而 


CO) = i ew LH Glo, Os (529) 
A L— oo. 所 以 
(P(Cn)1O(Gn)) = 424(Cn). (52.10) 
由 于 约 化 变换 ,有关 ilr O 等 的 正 交 关系 , 可 以 用 简单 代 换 得 
i (GOBO)) = Arale) EC — C’), (52.11) 
和 ~ 。 
(b(Cn)|(Ga)) = —424(G,). (52.12) 
将 (52.7) 中 的 《 代 换 为 p24-1, 得 
(OPCINA) = Ar a(k) 6(¢ — pP). (52.13) 
再 利用 约 化 变换 (45.10) 和 (45.11), 得 到 
(ACCAC) = ip Can a(¢) 6(¢ 一 PC 一) (52.14) 
同 理 ， 得 
(¢(C) N80)) = ~ip *¢4m a(t) 6(¢ — p? c’). = (52.15) 
类 似 地 ， 有 
| (ACn Eln) = — 207 Cå (Cn) (52.16) 
和 ~ ， 
(P(Cn)IOGn)) = ~ 207 nå (Cn). (52.17) 


这 样 我 们 可 以 得 到 两 类 约 斯 特 解 间 的 内 积 . 
由 于 约 化 变换 下 约 斯 特 解 的 性 质 (45.8), 可 见 W(z;,() 与 (a, C’) 
当 CC' = p? 时 是 成 正比 的 ， 这 说 明 只 有 一 个 是 独立 的 . 同 理 ， 由 
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(45.10) 可 见 ， 9(z,C) 与 bz;6) 当 CC'= p? 时 成 正比 只 有 一 个 是 
独立 的 .在 约 斯 特 解 的 完备 性 的 讨论 中 这 是 十 分 重要 的 . 


8 53 完备 性 的 证 明 


如 果 以 上 得 到 的 约 斯 特 解 是 完备 的 ， 则 满足 第 一 个 拉克 斯 方程 
的 任何 解 f(z) 可 以 用 它们 来 展开 . f(x) WN KER |f) 可 
以 展开 为 


n= f {AOO ANKO} ac 
+ 和 { Fal (Gn)) + Fald) Y (53.1) 
对 右 端的 积分 ， ete C= PEUT, 积分 成 为 
f i {APT HECE) — APTDO) Pat’. (53.2) 


cr 
所 以 ， 有 
FCC) = ip f(p°¢*) (53.3) 
和 a 
F(C) = ipl * Fo (53.4) 
同 理 ， 由 约 化 变换 的 不 变性 得 
六 = 一 6 (53.5) 
和 ~ 
fn = ipG fn- (53.6) 


这 说 明 ， (53.1) 的 积分 两 项 并 不 独立 ， 可 以 只 保留 一 项 . 求 和 的 两 
-项 也 不 独立 ， 可 以 只 保留 一 项 ， 于 是 我 们 取 


六 = 人 KOIOS fal (Gn). (53.7) 
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利用 上 面 正 交 性 的 结果 ， 得 到 
(OC VIF) = 4ra(C YC), (Pnl f} = 42€(En). (53.8) 
再 代 回 到 (53.7), 立即 看 到 应 有 


=f sna Hie -iY Wt) (Cn): (53.9) 


e ) 
上 式 也 就 是 


se -y= 让/ se vat a 


DE ,Cn) ss lY: Ca) (53.10) 
利用 (44.16) 和 伴随 态 的 定义 ， 上 式 化 为 


so- =i | Wedd) od 


+5 ah ~ (Ole, Gy To de 


or To P(E, Cn) py, Cn)? 01. (53.11) 


我 们 先 看 dO 无 零点 的 情况 ， 这 时 右 端 后 两 项 为 0, 第 一 项 的 
被 积 函 数 为 
E.x(2,0)Ea(y,¢)7 01. (53.12) 
由 (51.5), 积分 所 得 正 是 5(zx 一 四. 这 样 ， 我 们 就 在 (O 无 零点 时 证 
明了 完备 性 (53.10). 
当 a(() 存在 零点 时 ， (53.11) 的 右 端 可 以 利用 马尔 钦 柯 方程 来 
计算 . 这 时 (53.11) 右 端 第 一 项 ， 在 以 上 式 代 入 后 得 


(x — y) + 01K (y, £)" ob(z — y) + K (z, yy — z) 
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+f f K (a, s)o,K(y,t)'0,6(s—t)dtds, (53.13) 
z dy 


式 中 
| 1, 4 z>0 时 ; 
6(x) = (53.14) 
0, 4 z<0 时 . 
(53.11) 右 端 其 余 各 项 可 以 化 为 


F(z+Yy) +f K(z,s)F(s + y) ds +f F(z +t)o,K(y,t)? dt 


+ f / K (a, s)F(s + t)o,K(y, t)" oi ds dt. (53.15) 
z dy 


现在 看 y > z 的 情况，(53.13) 的 第 2 项 为 0, B3WA K(z,y). 
它 与 (53.15) 的 第 1 项 、 第 2 项 由 于 马尔 钦 柯 方 程 而 消去 . (53.13) 
的 最 后 一 项 ， 与 (53.15) 的 第 3 项 ,第 4 项 也 消去 ， 只 剩 下 (53.13) 
的 第 1 项 sle- y) 4 y<x Et, (53.13) 的 第 3 项 为 0, 第 2 项 为 
oiK(y,2)? ol. 这 时 只 要 注意 

F(x) = oF(z) 01, (53.16) 


同样 可 以 得 到 ， 只 有 (63.13) 的 第 1 项 6(z 一 9) BP. 于 是 不 论 y 
从 何方 趋 于 x, 都 算出 为 5(z —y). 这 就 证 明了 完备 性 . 

这 里 , 希望 读者 细 细 领会 约 斯 特 解 的 约 化 变换 的 性 质 导 致 完备 
的 约 斯 特 解 的 特殊 选取 . 


8 54 基本 的 泊 松 括号 (APEA) 


在 哈密 顿 公式 系统 中 ，w(z) M iua) 是 正则 共 轿 变量 ， 所 以 泊 
松 插 号 的 定义 是 


O (S @ 55 7 
{5,T} = 人 _ | noo sey) dz. (54.1) 
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由 (43.5) 得 
9,6 P(x, 0) = L(x, )6 G(x, 0) + éL(a,C) 8(2,0). 
显然 可 解 册 
s(n 6)= | Aæ, C)B (e, C)6L(2,0) Blz, Cae. 
因为 


bL(z,C) = &z—2'\o 
Buz) or ey 


所 以 ， 当 zx>z 时 ， 由 (54.3) 有 


bD(x,C) _ - 
Fa = BB) Fe, 004 Blz,0) 
和 
Sle) _ x “A(z z 
Sulz) T $( ,C)@ ( C)o_ a €). 
在 极限 z 一 z-=z-0 下 ， 有 
p(z, i) S(x, C) _ 
bul) 二 a, (z, 0), MEA = 0_G(z,C). 
SU (2,0) P(x, C) _ 
bulat) + (z, C), ea = 一 0- W(z,¢). 


FH (44.27) 等 ， 得 到 


Sa(€) _ 


Gala) 7 (1 PE 7) bale vale, 6): 
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(54.2) 


(54.3) 


(54.4) 


(54.5) 


(54.5) 


(54.6) 


(54.7) 


(54.8) 


FE TPE) Ale Wale), (54.9) 

Fale) = —(1 = PE?) "da (2, €)¥2(z, E) (54.10) 
和 

oie (1 ~ PET gale, dale, 8) (54.11) 
所 以 ， 得 


E _,—___!. ff “gg Ndz 
{a(€), bE} = ea es | AEE de, (64.12) 


这 里 
A(z, €,€') = palz, E)polz, Edi (x, Ehrle, E’) 
— dı (x, Eva (z, E)b2(x, bala, €'). (54.13) 
由 (43.5) 得 
a, {W [6(z,€), 6(z,€)]W [le £), He, £)] } 
= i2(A — A’) A(z, €, E’). (54.14) 
于 是 
~ L 
rs AA 
_ 人 ~ Ale, £, ede. (54.15) 


上 式 的 括号 为 
a(é)b(E YW YCL, E), VL, ENW [YCL €), WL, E) 


+b(EJa(E)W [Y(L, €), DL, €')] W [w(L, €), VCL, £)] 
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+a(é)b(¢’)W |o(-L, £), o(-L,€')|W [d(-L, €), o(-L,€)] 
+ b(£)a(é’)W [L E), HL, ENW [6(—L, €), 6(-L,€’)|. (54.16) 
代入 (54.15), 第 1 项 和 第 3 项 之 和 是 


-go alEJbCE’) {0 = PETET + (PET? — pl")? 


-RENE ON A) (64.17) 


第 2 项 为 


i di t at e—lgt—1\2 ,i2(n—#')L 
jim 这 (入 一 yy sate \(1 — p*E“E")*e 


= a(€)b(E')(1 — p*€-?)5(E - £’), (54.18) 
第 4 项 为 
im. BAH zo a(€ (EPET = ipg) e tE 
= b(€)a(é’)(1 — p E róle — pE) 
= —a(€)b(E")(1 — pE rol- pE. (54.19) 


最 后 的 等 式 用 到 (45.11) 和 (45.12) 注意 . 


EA = A) = yaa {OE E) + 06 — "Df, (54.20) 


aE 
(54.12) 成 为 


(54.21) 


(aE), ME)} = jal) ~ 


类 似 地 ， 有 


{b(€), bE)} = i l 


一 一 一 一 一 一 一 一 i F d , 9 
(1 — p2€é-2)(1 一 PE?) J. B(a,€,€')dz, (54.22) 
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这 里 
B(x, €,£') = palz, €)bo(z, Eoi (2, €’ v1 (a, E’) 
— $1(x, Ejdi (T, €)ba(a, €’)vo(z, £’). (54.23) 
同样 的 手续 ， 得 
0. {W [8(z,€), (a, €")] W [D(z, £), Dz, €)] } 
= i2(\ ~ 0’) B(2, €, €’). (54.24) 
于 是 
fim. gaan (WH. 6). 602.29] He. Hee} ， 
= f B(a, €,é’)dz. (54.25) 
最 后 得 到 
LOCE), B(€’)} = i2m| a(€)|?(1 — PETTEE ~ p?e-1). (54.26) 
利用 约 化 变换 ， 由 (54.21) 得 


(EBEN) = 35(8 =F (54.27) 

{a(é),6(@")} = -OBEN = (54.28) 
和 

(HELA = -5a(oe)~ DO) 


由 (54.26) 得 


{b(E), BCE} = —é2n| a(€)/?(1 — PETIT ECE — pE), (54.30) 
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LOCE), DENY = i2m| a(€)|?(1 — p?€-*) 16(€ — €') (54.31) 
和 


GEDEN} = ~i2r a(€) 一 03715( 一 6 (54.32) 
最 后 容易 得 到 
(aE), aE} = {CE E} = fa(6,a(6)} = {G(E), a(€')} = 0. (54.33) 


8 55 基本 的 泊 松 括号 【分 立 谱 情 况 ) 


由 
sa(O)| + a(Cn)6Cn = 0 (55.1) 
得 
Cn —1 6a(C) 
Fass = GI ee | (55.2) 
于 是 
pats = bail) (1 — PGT EG) (55.3) 
类 似 地 ， 有 
= Pun) = PRITE) (55.4) 
由 
Plz, Cn) _ b2(2, bn) 
ba = Tala)» Wale, Cn) (55-5) 
得 
bn — 1 692(z, Cn) 十 halz, Cn) bCn 


u(x) Yolz,Cn) du(z) palz, Cn) u(x) 


a(z, Cn) palz, Cn) PB2 (2, Cn Jha (z, Cn) bn 


Yela) bul) Vela) Sua) CPO 
由 于 左 端 独立 于 z, 可 以 取 极限 z > z- =a —0, 利用 (54.7) 得 
ba ， 加 Dn 
Sule) = àf ln) (1 — pela) 


- {$o(x,Cn)2(a, Cn) — baz, Cn) Yar, Cn)}. (55.7) 
óbn sie \-1 2+—2)—1 
Sula) (Cn) (1— p°¢,*) 


- {b1(@, Cn) br (2, Gn) — boda (2, Cn)bi(z, Cn)}. (55.8) 


有 了 这 些 , 我 们 可 以 像 前 面 一 样 计算 包含 Cb, 等 的 泊 松 括号 ， 不 
过 手续 相当 复杂 . 
如 果 假 定 O 和 ?6) 可 以 解析 地 延 拓 到 复 5 平面 实 轴 之 外 的 
某 一 区 域 ， 且 有 
bn = (Cn), bn = b(Cn), (55.9) 


由 (54.21), (54.27) 等 立即 得 到 


_1 AAn—p? 1 
{a(€), bn} = zalba 5 (55.10) 
_ o Loog An- 1 
{a(&), bn} = 7 A(E)bn Kk, NN (55.11) 
~, 1 ~ Aà- p 1 
(al) bu} = ale bn A oe (55.12) 
和 
_ o hL Aà p? 1 _ 


{2(€), bn} = {b(E), bn} = {0(E), bn} = {b(E), bn} = 0. (55.14) 


同 理 ， 有 
{bm bn} = {bm bn} = {bm bn} = {bm, bn} = 0. (55.15) 
由 于 (54.21), 可 以 将 o(€) 解析 延 拓 到 复 6 上 半 平 面 ， 即 


AN — p? 1 


{a(¢), KEN} = Zale )b(E ) aah NO PAO’ (55.16) 
这 里 Im¢ > 0. 由 (45.47), 有 
本 ~ 《一 Cn 
a(¢) = 4(¢) =, 55.17 
lI 6 一 Cn ( ) 


这 里 a) 在 复 5 的 上 半 平 面 无 零点 由 (55.16) 7 Æ {In a(¢), (¢")} 
等 于 


{in a(¢),b(€')} + 3 (es oe) 
1_,, Ad! p? 1 
_ Le ) oa (55.18) 


E C = Cn, M A = An = Re Gn. 因为 为 实数 时 ， 入 为 实数 ， 所 以 
An — A’ +10 #0. (55.19) 


这 表示 An 不 可 能 是 (55.18) 的 极点 .于 是 (55.18) 给 出 


{Cn b(€)} = 0. (55.20) 
同 理 ， 得 i i 
{n b(E)} = {Cn b(E)} = (Cn, b(E)} = 0. (55.21) 
由 (55.10) 得 
àn- ø 1 


{a(¢), bn} = 546)bn (55.22) 


KK, 人 一 和 
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于 是 {In a(l), bn} 为 


{In 4(¢), bn} + > (Cee om Sol Ce) 


= =b, 
2 


KKn ÀA— An 


H (55.23) 的 右 端 可 见 ， 它 有 一 个 极点 在 4 = Cn 处 ， 写 下 


1A\A, —p? 1 1 
2 Kn, A—AM (一 人 


这 里 
1 AAn 一 

2 nnn(1 一 元 - 1G) 
它 在 ¢ 的 上 半 平 面 没有 极点 .所 以 


f(bn) = (1— PG YE 


f(Q) = 


代入 (55.23), 得 


{Cm bn} = —b,(1 一 PE) bmn. 


类 似 地 ， 有 

{Cm bn} = —b,(1 一 PE?) bmn; 

{Cm, bn} = —bn (1 一 PER) 6mn 
和 

{Cm, bn} = | 一 Pen y bmn: 
还 有 


{a(C), Gn} = {5(6), Cn} = {a(0), Cn} = {2(0), Cn} =0 


和 
{Cm, Cn} 一 {Cm, Cn} = {Cm, Cn} = {Cm Cn} = 0. 


(55.23) 


(55.24) 


(55.25) 


§56 F # # 


由 (43.5), 对 于 约 斯 特 解 (2, c), 有 
Yis = ipi +ude, Yor = Ade +A Y. (56.1) 
由 此 得 
(Yaz — ia), — (SE — iA) (ae — Aan) — [ule = 0. (56.2) 
在 讨论 极限 Ci 一 co 时 约 斯 特 解 的 渐 近 行为 时 ， 我 们 先 引 入 v, 
bo(z,C) = 7+, (56.3) 


代入 (56.2), 得 


Pex + (ir + De) 一 “z (i +in + be +A? —|ul?=0 = (56.4) 


或 


2 _ 
(je) +a Ga) +i pC +i(¢ -pC Jha +p?—|ul? = 0. (56.5) 


~ 70, 70. (56.6) 
BF 
a=m n=) miN. (56.7) 
j=l 
代入 (56.5), 得 
pı = -p° + lul’, (56.8) 
H2 = Ue p? -ü (žm) = 一 人 ic， (56.9) 
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Hi 二 一 HI 一 2p? — ü € mi~ ) -F mm- 1—ky 7 之 3. (56.10) 


由 (56.10), 可 以 得 出 


ps = (p? — |u|?) ful? + tusz, (56.11) 
等 等 . 
将 (56.3) 代入 (56.1) 的 第 二 式 ， 得 
yıls, £) = = (~ ip Ct + Ws ) eneth, (56.12) 
取 极 限 z 一 一 o0, 注意 
P(-oo) = lm Wz), (56.13) 
im ws = 0, (56.14) 
由 (44.27), 得 到 
a(C) = e?e lo), (56.15) 
也 就 是 
y(-00) = In TO . (56.16) 
既然 a(() 独立 于 tb(—co) 也 独立 于 t. 5 Fi 的 展开 式 ， 
b(—00) = $ GU), (56.17) 
j=l 
则 
L; = J. u;(z)dz. (56.18) 


于 是 ， 所 有 的 I 都 是 守恒 量 ， 由 (45.47), 得 


“ihe Cb) 1 f” inal? 
In fa(¢)e = > ( a-z. tne) dé. (56.19) 
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i (C7! 展开， 上 式 成 为 
ee PH af. 上 ln aofa). (56.20) 
= ~] Oni 
所 以 
SI 
I; = (i) (Siea an f: l aiae). (56.21) 
由 (56.8) 等 ， 就 得 到 
CD GA 


h= J ade = =; 2, (Gn ~ G) +55 7 ~ €ln |a(e)/Pd€, (56.23) 


= G+ Elad, (56.24) 


n=l 


等 等 . 


8 57 蛤 密 顿 公式 和 角 变 量 及 作用 变量 


NLS+ 方程 可 以 表 为 哈密 顿 形式 
ut = {H,u} = i (57.1) 
这 里 哈密 顿 量 为 


H= f { (ju? ~ P}? — üuz} dz. (57.2) 
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我 们 看 到 


本 = 人 -Co] 


n=l 


t f| -rl (674 
利用 前 面 已 得 到 的 泊 松 括号 ， 容 易 得 到 
A,a(¢) = {H, a(¢)} =0, (57.5) 
即 
a(¢,t) = a(¢, 0). (57.6) 
由 (54.21) 和 (54.29), 并 注意 (54.20), 得 到 
Oyb(E) = {H, b(E)} = —i4KAb(E). (57.7) 
也 就 是 
b(é, t) = blé, Oje TMt, (57.8) 
同样 ， 得 
Bib», = {H, bn} = —i4knAnbn. (57.9) 
也 就 是 
bn(t) = bn (0)e™ ten nt (57.10) 


现在 来 引入 角 变 量 和 作用 变量 . 由 (57.4) 可 见 ， 五 包含 Gs 
Cn (n = 1,2,...,N) 和 la(€)|?, KBE 为 实数 . 并 且 它 们 彼此 的 泊 松 
括号 为 0. 所 以 作用 变量 pE) WP, 可 以 由 它们 来 定义 ， 由 于 约 化 
变换 的 性 质 ， 我 们 可 以 限制 €? > p. 定义 


P(E) = 元 (px n Jal), £? > p? (87.11) 
Pa = —2An = —2Re Cn. n= 1,2,.. N (57.12) 
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用 它们 表示 出 


Yue? Pt/ (ep) plea. (8713) 


1 
35 BET 


相应 的 角 变量 aE) 和 Qn 选 作 


H= 


q(f) = ~ arg b(€) ~~} {70 £2 > p? (57.14) 

Qn =i |bnl. n=1,2,...,N (57.15) 
容易 看 出 ， 

{b(€), (€")} = 0, (57.16) 

{p(€), E} = 6(€ — E’). E2, £2 > p? (57.17) 


由 于 bn 是 纯 虚 的 ， lbn! = ibn 或 [bn | = —ib,, 我 们 有 
{Pm, Qn} = —{(Cm + Cm), m lonl} 
= -是 ({Cm, ibn} + {Cm ibn}) 
= ((1 — PETI + (1 — pR) T) Emn = bmn. (57.18) 


除了 (57.17) 和 (57.18) 外 ， 角 变量 和 作用 变量 中 任何 两 个 的 泊 松 括 
BH 0. 
H H 的 表示 式 (57.13), 容易 得 到 


84(6) = {H, a(€)} = E — PET? = 4nd. (57.19) 


经 过 复杂 的 计算 ， 也 可 得 到 


Qn = {HQn} = 3 D> {(40? ~ P2)3,Q.) 


mal 


= > > (40? — Pin)? {(40 — Pam) Qn} 
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一 一 (4p2 — P?)2 Pp = 4kpAn. (57.20) 


这 表示 alé) 和 Qn 分 别 有 周 期 26AMr 和 2k, /n. 这 与 前 面 的 结果 
一 致 . 


8 58 ZAHNER 


NLSt 方程 的 求解 中 ， a 是 解 ul) 在 极限 xz 一 -oo 时 的 值 的 
常数 相 ， 它 不 是 力学 量 . 可 另 一 方面 ， 由 (45.48) 有 


a =i Jtn (0C) + =f Enae Pd. (58.1) 


它 由 力学 量 表示 出 来 . 于 是 产生 了 如 下 著名 的 常数 相 的 伴 雇 问题 . 
由 (54.21) 等 ， 有 


{in |a(€)|*, In b(é’)} = in A aqa — 2’). (58.2) 
所 以 ， 由 上 两 式 得 
In b ! — - j —1 1 5 t & 2ei-1 d 
{ain Ye} = -if iaga OE- E) E- PE) de 
1 


= -i (58.3) 


这 里 我 们 利用 了 (54.20). 
由 (55.27) 等 ， 有 


{1n(Cm)?, In [bn |} = = bn (58.4) 


所 以 
{a,n |ba|} = -iZ (58.5) 


由 (58.3) 和 (58.5), 我 们 看 到 ， o 与 In d(e’) A in|d,| 的 泊 松 括号 不 
为 0. 但 是 ， a 是 常数 相 ， 它 与 任何 力学 量 的 泊 松 括号 必然 为 0. 
这 就 是 著名 的 常数 相 问题 . 

我 们 注意 ， 在 讨论 泊 松 括号 {a(€), bE) 时 ， a(é&) PRE 应当 
理解 为 《+ 加 . 在 (54.17) 的 推演 中 ， 如 果 注 意 到 这 一 点 ， 情 况 就 有 
不 同 . 将 左 端的 因子 移 过 来 ， (54.17) 对 {a(é), oE) 的 页 献 是 


AN — p? | 
5 二 go eve 6 一 (58.6) 
将 上 RARE +IOM, s 也 就 换 成 «十 i0. 由 于 
1 1 
Pare ee P> — in6(K), (58.7) 


所 以 (58.6) 将 换 成 两 项 : —B4 s 为 0 时 添上 主 值 记号 ， 二 是 加 
上 如 下 的 项 ， 


. 1 AN =" 
“ig yy tHe) 


n6(K). (58.8) 


于 是 ， (58.2) KA 


{In ja(€)|?, in B(€’) = ~in £6 6( 入 一 入 ) 一 in XE) (58.9) 
因为 

lK) = p{5(E — p) + 6(E + p)}, (58.10) 
所 以 


i Ad — p? 1 
~i5 f £1 RON) 一 (nk)dt = is. (58.11) 
我 们 看 到 ， 它 与 (58.3) 正好 抵消 ， 所 以 


{a, In be)} = 0. (58.12) 
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RE, (55.10) 右 端的 < 换 为 <+i0,(55.13) 右 端的 s HRW K-10, 
于 是 
AAn T P 


{in ja(é)|?, in |b, |} = “im — ygi) (58.13) 
我 们 得 
=f €~* {In |a(€)|?, In |b, |} dé = i. (58.14) 
它 正 好 抵消 了 (58.5). 所 以 
{a, In |b,|} = 0. (58.15) 
注意 (57.14) 和 (57.15), 由 (58.12) 和 (58.15) 就 得 到 
{a, gr(6)} =0, (58.16) 
{a, Qn} = 0. (58.17) 


于 是 ， 常 数 相 的 问题 并 不 存在 ， 它 是 一 个 伴 雇 . 
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第 6 章 
微 扰 理论 


本 书 前 三 章 讲 了 求解 KdV 方程 ,NLS 方程 ,MKdV 方程 .SG 
方程 和 4-L 方程 的 反 散 射 方法 ， 得 到 了 这 些 方程 的 性 质 上 不 全 相 
同 的 孤子 解 . 但 是 ， 在 实际 问题 中 ， 往 往 要 讨论 包含 修正 项 的 方 
程 ， 这 时 ， 要 严格 地 求解 一 般 是 不 可 能 的 . 于 是 ， 当 修正 项 可 以 
作为 小 量 时 发 展 实用 的 微 扰 方法 就 成 为 必要 . 在 线性 方程 时 ， 如 
量子 力学 中 那样 ， 微 扰 方 法 是 常见 的 . 但 是 ， 在 非 线 性 方程 时 ， 
有 一 些 不 同 的 地 方 ， 需 要 特别 注意 .这 就 是 ， 在 线性 方程 时 ， 不 
含 微 扰 项 的 方程 的 解 ， 可 作为 含 微 扰 的 方程 的 0 级 近似 可是， 
在 非 线性 方程 的 微 扰 方法 中 ， 这 是 不 行 的 . 如 果 这 样 作 ， 则 所 得 
的 1 级 微 扰 时 的 久 期 方程 不 存在 正则 解 ， 结 果 是 发 散 的. 所 以 ， 
在 讨论 含 修正 项 的 非 线性 方程 的 微 扰 方 法 时 ， 要 充分 注意 到 这 一 
点 ， 对 于 含 孤 子 的 微 扰 方法 ， 目 前 有 好 几 种 . 本 章 讲述 以 反 散 射 
变换 为 基础 的 微 扰 方法 ， 先 详细 讨论 含 修 正 项 的 NLS 方程 的 微 
扰 理 论 (§59 至 868), 然后 再 简短 讨论 含 修正 项 的 KdV 方程 的 微 
扰 理 论 (869 至 § 75). 


8 59 含 修正 项 的 NLS FE 


考虑 含 修正 项 的 NLS 方程 
iut + Use + 2{ul?u = ieqlļu], (59.1) 
AH qu) Aum, e 为 一 个 小 的 实 参 数 . 4c BF 0 时 
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方程 过 滤 到 通常 的 NLS 方程 ， 即 不 含 修正 项 的 NLS 方程 . 
现在 考虑 在 边 值 仍 为 0 的 条 件 


u(x,t) 一 0 当 |x| > œ 时 (59.2) 


下 建立 以 e 为 小 参数 的 微 扰 方 法 . 显然 应 当 要 求 ， 微 扰 方 法 给 出 
的 解 ， 当 e+ 0 时 ， 过 渡 到 不 含 修正 项 的 NES 方程 的 解 . 

我 们 现在 回顾 一 下 NLS 方程 的 反 散 射 解法 的 要 点 ， 那 里 首 
先 引 入 一 对 拉克 斯 方程 ， 它 们 的 相 容 性 条 件 给 出 : v 满足 NLS 
方程 当 且 仅 当 谱 参 数 A 独立 于 t. 因此 ， 在 前 面 建立 NLS 方程 的 
反 散 射 解法 时 ， 我 们 用 了 谱 参 数 和 独立 于 t 的 条 件 . 

然而 ， 在 甚么 地 方 用 到 这 一 条 件 呢 ? 事实 上 ， 反 散射 法 的 
建立 先是 单独 从 第 一 个 拉克 斯 方程 出 发 的 。 由 此 引入 了 约 斯 特 
解 ， 导 出 它们 的 解析 性 ， 渐 近 行 为 ， 从 而 建立 反 散 射 方程 . 只 是 
在 最 后 确定 散射 数据 随时 间 演 化 时 才 用 到 第 二 个 拉克 斯 方程 , 用 
到 谱 参数 独立 于 t+ 的 条 件 . 

因此 ， 以 反 散 射 变换 为 基础 求解 含 修正 项 的 NLS 方程 时 ， 
要 保留 求解 NLS 方程 的 反 散 射 法 中 仍然 好 用 的 部 分 ， 自 然 希望 
保留 第 一 个 拉克 斯 方程 . 但 这 时 必需 放弃 第 二 个 拉克 斯 方程 . 否 
则 一 切 都 回 到 不 含 修正 项 的 NLS 方程 的 反 散 射 解法 去 了 ， 而 和 
含 修正 项 的 NLS 方程 的 求解 无 关 . 

既然 保留 了 第 一 个 拉克 斯 方程 ,那么 约 斯 特 解 的 引入 , 它们 
的 解析 性 和 渐 近 行为 都 与 前 面 NLS 方程 时 一 样 ， 反 散射 方程 也 
保留 原来 同样 的 形式 ， 但 是 ， 散 射 数据 


S(t) = {r(t, à), cn(t), An} 


随时 间 的 演化 需要 另行 设法 求 出 . 只 有 确定 了 它 ， 反 散射 方程 定 
“出 的 省 修 正 项 的 方程 的 解 才 可 以 表 为 t 的 确定 钞 数 .此 时 ， 散 射 
数据 的 结果 与 不 含 修正 项 时 的 结果 的 差别 只 是 e 阶 的 小 量 ， 例 
如 ， 此 时 的 An 可 以 依赖 于 也 但 只 是 = 阶 的 量 . 
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从 以 上 分 析 可 见 ， 我 们 面 对 的 问题 是 怎样 才能 决定 散射 数 
据 随 时 间 的 演化 , 且 所 定 出 的 这 种 与 时 间 的 关系 使 得 反 散 射 方程 
定 出 的 ulr, t) 满足 含 修正 项 的 NLS 方程 . 下 面 将 看 到 , 决定 散射 
数据 随时 间 的 演化 的 出 发 点 ， 正 是 含 修正 项 的 NLS 方程 本 身 . 
既然 放弃 了 第 二 个 拉克 斯 方程 ， 那 么 


d(a, A) = {8 — M(z, d)}h(A) O(a, A) (59.3) 
就 不 再 为 0. 这 里 将 用 到 第 2 章 的 若干 表示 式 ， 
L(z,t, A) = —idog + U(z,t), (59.4) 


M(a,t, A) = ~-i2NMo0s + 2AU (x,t) — i{U? (x,t) + Us (2,t)}os (59.5) 


和 
h(t, A) = e7#29"t, (59.6) 


由 于 版 面 的 关系 ， 我 们 将 路 去 宗 量 t, 如 用 ACA) 代替 ACA). 如 
{3z —L(z, A)}9(z, A) 
= {0,0,— Md, - M, — Ld, + LM}h(A)¢(x,d). (59.7) 
将 上 式 右 端 第 一 项 中 的 微 商 交换 次 序 , AB PA, 
右 端 成 为 


{Li — Mz + [L, M]}h(A)¢(2, A). (59.8) 
由 于 这 时 要 保留 M, 式 中 括号 成 为 
{ — Mz + [L, M]} + {io} (59.9) 
前 一 括号 正 是 
U, + iUz,03 — i2U% 03. (59.10) 


将 (59.9) 的 两 个 括号 分 别 减 和 加 eQlul, 这 里 
atu = ( ° alu ) (59.11) 
-glu 0 
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于 是 (59.9) 化 为 
{Ui — Ma +[L,M] — <Q} + { — iros + eQ}. (59.12) 


前 一 个 括号 为 0, BR 


U, + Ur203 — 12U%03 — EQ = 0, (59.13) 
就 是 含 修正 项 的 NLS 方程 。 代入 (59.7), 得 
{8, - L(x, \)}$(z, A) = Gla, A)A(A) G(T, A), (59.14) 
式 中 
G(2,) = 一 ?Xita3 + €Q(2), (59.15) 
或 者 
G= ( TiN ea ) (59.16) 
一 EC 1At 


HLL EAS HER ATL, (59.13) 和 (59.14) 是 互 为 条 件 的 : (59.13) 
成 立 ， 即 (59.1) 成 立 ， 则 (59.14) 成 立 ， 反 之 亦 然 . 这 就 是 说 ， 
u 满足 含 修正 项 的 NLS 方程 (59.1), MJ (59.14) 将 决定 所 需 的 散射 
数据 随时 间 的 演化 . 反之 ， 若 (59.14) 定 出 了 所 需 的 散射 数据 随 
时 间 的 演化 ， 则 代入 反 散 射 方程 定 出 的 解 后 ， 解 将 满足 含 修正 项 
的 NLS AH. 在 建立 含 修正 项 的 NtS 方程 的 微 扰 理论 时 ， 我 们 
由 (59.14) 出 发 . 


8 60 ”以 反 散 射 变换 为 基础 的 微 抗 方法 


为 了 由 (59.14) 确定 散射 数据 随时 间 的 演化 , 先 看 它 的 边 值 . 
由 (59.2), 当 x 一 一 00 时 ， 


& — M (z, A) > e + 12d7a3 (60.1) 
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d(x, 和 A) + ( ; ) es. 


注意 os 此 时 的 作用 等 于 1 和 (59.4), 于 是 ， 在 此 极限 下 ， 


d(x, A) > {0: + 12d? FAQ) | ; ) e OF — 0. 
当 z 一 oo 时 ， 也 有 (60.1), 但 由 (14.15), 有 
$(a,) > a) ( ; Jem + 6() ( 1 je 

注意 含 修正 项 时 aA) 等 与 有关， 所 以 

plx, A) + {& + i2A2}h(Na()) ( 1 Jem 

+ {0 — 42? }A(A)B(A) ( ) ee, 

也 就 是 

$(z, à) > h(A)ai(A) ( 0 ) e Ae 


+ h(A){be(A) — 14A7b(A)} ( 1 je 


(60.2) 


(60.3) 


(60.4) 


(60.5) 


(60.6) 


另 一 方面 ， (59.14) 是 一 个 非 齐 次 方程 ， 它 的 解 一 般 可 以 表 


为 相应 的 齐 次 方程 的 两 个 解 的 组 合 ， RINSE 
$(x, à) = a(x, A)(z, A) + B(x, A) PCa, A). 
HEIA (59.14), 得 到 


as(z, Ap(z, A) + Balx, )6(x, A) = G(x, MAO Gz, A). 
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(60.7) 


(60.8) 


以 
( — ga(z,r), bil, d)) = id(z, A)? oo 
左 乘 (60.8), 注意 aA) 的 表示 式 ， (14.31), 得 到 
asle, A) =ia(A-16(z,A) o2G(z, A)R(A) O(a, A). (60.9) 


以 
. ( 7 palz, À), p(z, A)) 一 ip(z, A) cs 


左 乘 (60.8), 则 得 到 
3,(a, A) = —ia(à) vw(z, A)TosG(z, A)R(A) O(a, À). (60.10) 
将 上 两 式 对 x 从 -co Fil x 积分 ,注意 在 -co 处 的 为 0 的 边 
界 条 件 (60.3), 得 


a(z,A)=1 


A f i oly, À)” o2G(y, A)P(Y, A) dy (60.11) 


Blea) = i JË sanTercty.Noy.rdu. (6012) 


将 (60.7) W z 一 oo 的 极限 ， 即 
¢(00, A) > a(oo, 入) ( 1 ) e At 


+ (3{00, A) fa ( ; ) e774 b(A) ( 1 ) ce (60.13) 


与 (60.6) 比较 ， 得 
h(A)a,(A) = Bloo, A)a(A) (60.14) 


h(A) {be(A) — 1447B(A)} = a(00, A) + B(oo, A)b(A). (60.15) 
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以 (60.11) 和 (60.12) 代入 (60.14), 得 


alà) =i f n (x, A) o2G(A)b(a, A) dz (60.16) 


bi (A) — 14A78(A) 
= ia(A)-! f ~ {LAJ —b(A)d(A)}7 o2G(A)O(A) de. (60.17) 


这 两 式 就 是 含 修正 项 的 NLS 方程 的 以 反 散 射 方法 为 基础 的 微 扰 
方法 的 基本 方程 . 
我 们 立即 看 到 ， 当 < 一 0 时 ， 有 Gz, A) 一 0 这 样 就 得 到 
at(A) =0 (60.18) 
和 
bel A) — 14475(A) = 0. (60.19) 
这 正 是 不 含 修正 项 时 的 NLS 方程 时 应 有 的 结果 . 
对 于 散射 态 解 ， 即 对 于 入 的 连续 谱 的 情况 ， 入 射 波 和 散射 波 
有 同样 的 波 数 . 这 时 ， 入 不 依赖 于 t, 即 Xi = 0. 这 与 量子 力学 中 
G(a, A) = Q(z). (60.20) 


FH r(A) = b(A)/a(A), 得 


(60.21) 


以 (60.16) 和 (60.17) RA, 4 


aA)? 


ri (A) — i4dPr(A) = 2 T o(2, Ai o2Q(x)o(x,A) dx. (60.22) 
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Se OW, Maw NLS 方程 相应 的 结果 . 


8 61 A 随时 间 的 演化 


对 于 束缚 态 ， 谱 参数 和 的 值 将 随时 间 发 生变 化 ， 但 由 于 是 
束缚 态 ， 仍 应 当 有 


a(A,) = 0 (61.1) 
和 
(2, An) = balt) ble, An). (61.2) 
叉 由 于 这 两 式 对 任何 t 也 应 当成 立 ， 所 以 又 有 
ar(An) = 0. (61.3) 


这 些 条 件 就 是 说 微 扰 项 并 不 改变 散射 问题 的 束缚 态 解 ， 也 就 
是 ， 不 改变 非 线 性 问题 的 孤子 解 ， 即 微 扰 项 足够 小 . (60.16) 中 
的 范 数 都 可 以 解析 延 拓 到 复 入 的 上 半 平 面 ， 所 以 在 A An 时 的 
极限 成 立 ， 以 上 式 代 入 ， 得 


三 Glz, An)? ooG(z 和 ng(z, An) dz = (61.4) 


由 于 
G(x, An) = —tAnt03 + EQ(z)， (61.5) 


上 式 化 为 


Ad f pi (z, An) ba (zs An) 


te f © (at, An) oQle)elE, àn) de = 0. (61.6) 


这 里 我 们 注意 ， 自 然 不 应 将 只 适用 于 连续 谱 的 结果 (80.20) 先行 
RA. 为 弄 清 问题 的 实质 ， 我 们 再 用 下 列 方法 直接 证 明 (61.4). 
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将 方程 (59.13) 和 (59.14) 在 入 一 A, 时 写 下 ， 
{Oz — L(x, An) HO, An) = G(x, An)R(An) G(r, An): (61.7) 
式 中 
G(z, An) = 一 2AntO3 + EQ(x). (61.8) 


以 p(z, An)? os ÆR (61.7), 再 积分 ， 将 所 得 之 式 的 左 端 第 一 项 作 
分 部 积分 ， 注 意 束 缚 态 时 的 O(a, An) 不 单 在 x 一 -co 时 趋 于 0， 
WA «> 0% 时 趋 于 0. 这样， 左 端 就 化 为 


—i J i {O2G(x, An) 02 + O(@, An) o2L(a, An) }O(2, An} dz. (61.9) 


(HE OF olr, An) 满足 的 第 一 个 拉克 斯 方程 取 转 置 ， 再 以 02 A 
He, TE | 
oL(z, A) oq = —L(a, ), (61.10) 
BJA, (61.9) 的 被 积 函数 中 的 括号 为 0, 因而 (61.9) 为 0. 于 是 得 
到 以 上 积分 式 的 左 端 为 0. 这 样 就 直接 得 到 了 (61.6). 
(60.6) 可 以 进一步 简化 . 将 第 一 个 拉克 斯 方程 在 和 时 ， 和 在 
An 时 的 两 式 相 减 ， 得 


8, {$1(z, A}be(z, An) = palz, Algı (x, An)} 
= —i(A— An){ $1(z, A) dale, An) + Ba(z, Mp1(z, An)}. (61-11) 
对 入 取 微 商 ， 再 取 A= An, 就 得 到 


On {$102 — Q201} = -1201 do. (61.12) 
积分 ， 得 
bita- babs = ~i2 f - bibs dy. (61.13) 
类 似 地 ， 得 到 
Bs {Whiz — hai} = -i2d pa. (61.14) 
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积分 ， 得 
hite- dah = 12 f davady. (61.15) 
注意 a(A) 的 表示 式 及 (61.2), 得 
(An) = bn (t)! ($102 — d2¢1) + ba(t) (V142 — yeti). (61.16) 
将 (61.13) 和 (61.14) 代入 ， 得 


@(An) = —i2 f. $1 (2, An)d¢e(z, An) dz. (61.17) 
FH, (616) 改写 作 


d(An)Ant = “Ew I. {q(2)$3(z, An) + q(x) $7 (zx, An)} dz. 
(61.18) 
它 表明 ， 当 存在 修正 项 时 , 谱 参 数 An 如 何 随时 间 演 化 . 在 < 一 0 
的 极限 时 ， 显 然 有 Ane = 0. 这 正 是 不 含 修正 项 的 NLS 方程 的 绪 
A, 


8 62 b) 随时 间 的 演化 


我 们 的 出 发 点 是 (61.2). 既然 olz, An) 和 p(z, An) 随时 间 的 
演化 是 完全 确定 了 的 ， 所 以 它们 的 比例 b(t) 随时 间 的 演化 也 应 
当 是 完全 确定 了 的 . RUF (59.3), 引入 


p(z, An) 一 {8 一 M(z, An) }h(An) Pz, An). (62.1) 
再 将 (61.2) 写成 


h(An) (2, An) = b(An)*bn(t)h(An) (a, An): (62.2) 
以 算 子 {0. - M(x, rn)} FA, 4 | 
(2, An) = h(An)?bn(t)p(a, An) 
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+ h(An){ dnt (t) — 4d2 p(t) }d(a, An), (62.3) 


我 们 看 到 , 当 s 一 0 时 ,由 于 olz An) 和 VW(z, An) WRF 0,(62.3) 
给 出 不 含 修正 项 的 NLS 方程 时 的 b(t) 对 时 间 的 相依 的 原 有 结 
果 . 

现在 来 看 (60.7). 由 于 式 中 各 项 都 可 以 解析 地 延 拓 到 复 和 的 
只 保留 一 项 . 营 如 ， 保 留 第 二 项 ， 这 相当 重新 定义 plz, àn), 即 


4(z, An) = B(x, Xn)g(z, An). (62.4) 
于 是 
Bi(z, Mn G(r, An) = G(x, An)A(An) O(a, An). (62.5) 
注意 a(A) 的 表示 式 (14.31), 有 


(An) = ibn (t) tlr, An) — (2, A nd a2¢(2; Àn), (62.6) 


n) = iolz, An) — bn (t)b(2, An )} cay (z, An). (62.7) 


EA i{b,(t)—*b(a, An) — wl aa aoz FEF (62.5), 得 


Bz(2,An)a(An) = 这 


{ole An) — Pn(t)¥(@, An) 
- G2G (x, An) P(Z, Àn). (62.8) 
再 积分 ， 得 


P(T, An) = GT Yon Ct) S {d(y, An) — bn (toy, A nd} 


. o2G(y, An) Ply, An) dy, (62.9) 
对 于 y(r, An) 也 可 以 得 到 
{3s — L(x, An) Hz, An) = G(x, dn ROAn) p(x, An). (62.10) 
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同样 的 手续 ， 以 
W(t, An) = 7Y(z, Au)w(z, An) (62.11) 
KA, 8 
e(2, An)U(2, An) = G(x, An)A(An) 2 O(a, An). (62.12) 
以 ifn (t) A(z, An) — (a, An)} 02 ÆR (62.5), 得 


Y2(@,An)a(An) = — -iol T, Àn) 一 t)a(2, An) }" 
- G2G (T, Àn )V(z, An), (62.13) 
积分 ， 得 
y(x, An) = KONOKE f {ġly, An) = ba(t) Y (y, dn) }* 


- 2G(y, AnP, An) dy. (62.14) 
将 (62.8) 代入 (62.4) 得 到 bz, An), 将 (62.14) FLA (62.11) 得 
到 (z, An) 在 所 得 的 式 子 代 入 (62.2), 消去 相同 的 因子 后 ， 得 到 


bas (t) — 14d, (t n) — ba(t)b(An} 


,GOGO x. (62.15) 


这 样 ， 我 们 就 得 到 以 反 散 射 方法 为 基础 的 微 扰 理论 的 ba(t) 随时 
间 变 化 的 基本 方程 . 

现在 对 b(t) 的 基本 方程 进行 简化 . 积分 中 的 G(x, An) 由 两 
项 构成 . 现在 来 证 明 前 一 部 分 ( 即 iàn, 所 引起 的 积分 ) 为 0， 


三 {9(Xn) ™ balt) An} o2i03¢(An) dz = 0 (62.16) 


由 第 一 个 拉克 斯 方程 ， 不 难得 到 


{0 + iAno3 — U}d(An) = to36(An), (62.17) 
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和 


{Oz + thyo3 一 Usd(An) = 2030 (An). (62.18) 
以 ivOn)loe 和 说 (An)7os SHAR LAR, BH, BEWA 
Ax {Wa(An)b1 (An) — bi (An)b2(An) }- (62.19) 


HEX 2 从 -oo 到 00 积分 ， 在 束缚 态 的 情况 下 ， 显 然 结果 为 0. 
由 此 推 得 ， 右 端 在 积分 后 也 为 0, 即 


f {b(An)? a2ia3¢(An) — $Mn) T g2to3¥(An)} de = 0. (62.20) 


以 (61.2) 替换 第 一 项 的 最 后 因子 ， 即 见 上 式 化 为 (62.16). 这 样 ， 
我 们 就 得 到 bn(t) 随时 间 变 化 的 最 终 方程 ， 


b,(t) — i42b,(t) = ie zf. {6(An) — bn (t) MY 
- 2Q0(An) dz. (62.21) 
也 就 是 
bnt(t)—i4X? by (t) 一 -a { [6 (An)—bn l(t) (An)| b1 (rn) 
+ [b2rn) = bn(t) ba Mn)] 62(Xn)g) de. (62.22) 
显然 , 当 < 一 0 时 , 它 退 化 到 不 含 修正 项 时 的 NLS 方程 的 结果 . 


8 63 守恒 律 的 征 扰 修正 


当 不 存在 修正 项 时 ， NLS 方程 有 无 穷 多 个 守恒 律 。 我 们 回 
忆 一 下 导出 它们 的 手续 . 按 反 散射 方法 ， 得 到 (25.3), 即 


Ina(A) = $(o0, À). (63.1) 
198 


#00.) = aks. (63.2) 
式 中 ( 见 (25.5) 
ia (63.3) 


这 里 被 积 函 数 u(r) Æ ulr) uz) 和 它们 对 z 的 微 商 的 多 项 式 . 
由 于 不 存在 修正 项 时 a(A) 是 守恒 的 ， 因 而 (63.2) 的 左 端 独 
EFt 这 样 ， 它 的 右 端 按 和 展开 的 无 穷 多 个 项 也 独立 于 二 即 无 


穷 多 个 守恒 律 . 
我 们 看 到 ， 
d 
这 是 必 有 某 种 “ 荷 ” 和 “ 流 ”, 分 别 以 jpj(z) 和 v; 表示 ， 使 得 
Oj(T) + Onv; (x) = 0, (63.5) 


这 里 y(x) 也 是 u(x), u) 和 它们 对 z 的 微 商 的 多 项 式 . 辟 如 ， 
对 应 于 


pa(z) = uz)u(z), (63.6) 
利用 NLS 方程 ， 容 易 得 到 
mtz) = i{ue(2)u(z) — uw)ua (2)}. (63.7) 


对 于 含 修正 项 的 NLS 方程 ， 由 于 保留 了 第 一 个 拉克 斯 方程 ， 因 
此 (63.1) 一 (63.3) 仍 是 成 立 的 这 时 aA) 不 独立 于 已 因 而 ， GL; 
不 再 为 0, 而 是 一 个 < 阶 的 量 ， 它 表示 修正 项 的 存在 对 原来 的 守 
恒 律 的 修正 . 
可 用 不 同 的 方式 时 出 这 种 含 修正 项 时 的 表示 式 . 将 含 修正 
项 的 NLS 方程 写作 
uz = Slul + eqlu), (63.8) 
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ix 
Slu] = iver + ilul?u. (63.9) 
利用 泛 函 微 商 ， 得 


d ~ | ôl; d ôl; d—— 
n= 三 Los qe u(x) + | dx. (63.10) 


LA (63.8) 代入 ， 得 
d © fs ôl; 
zi = J. {Bs 十 | dx 


S fn 万 . 
sef 人 


右 端 第 一 个 积分 的 被 积 函 数 必 然 是 一 个 散 度 项 因为 ， 对 不 含 修 
正 项 的 NLS 方程 ， 我 们 刚刚 得 到 这 一 结果 . 当 e 关 0 时 ， Su] 
和 五 四 还 是 不 显 含 c, 所 以 右 端 第 一 项 仍然 是 一 个 散 度 项 的 积 
分 ， 因 而 为 0. 于 是 我 们 得 到 


wy ól él; 一 一 一 一 
<I; = ef EI + | dz. (63.12) 


这 一 式 给 出 ， 当 。 头 0 时 ， $ 如 何 随 < 而 变化 .它们 是 含 修 
正 项 的 NLS 方程 的 近似 守恒 律 . 


8 64 绝热 近似 解 


现在 将 以 上 所 得 的 关于 含 修正 项 的 NLS 方程 的 微 扰 方法 用 
来 处 理 一 个 简单 情况 ， 即 当 透 射 振幅 只 有 一 个 简单 极点 入 = AY 
的 情况 . 在 不 涉及 散射 数据 随时 间 的 演化 时 , 可 以 直接 将 第 2 章 
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的 819 的 结果 拿 过 来 . 在 无 反射 时 ， 萨 哈 诺 夫 - 沙巴 特 反 散射 
方程 (17.13) 简化 为 (19.2) 和 (19.3), BR 


7, 3 1 4A, 2 ,—iAx 
dn (x, A) = ee + ty 入 Cy (£, Ai)e Ar € a (64.1) 
A] 
和 
T 1 AT ,—tAz 
palz, A) 一 ty 入 ci We(z, A1)e 和 €e à . (64.2) 
7^ 
由 (14.21), 这 也 就 是 
o fa N) iÀ 1 idz „iàs 
pale, A) =e OF 十 ix i ciwbi{r, Me re A (64.3) 
一 AX 
和 
l -r Lo Np iir ig 
p(z, À) = ty 3 C12 (2, 和 1 )e A € A 。 (64.4) 
ZA 
取 A= At, 得 
一 -- 一 x 1 iOi- Mi)z 
palz, Àz) = e Mae + ix i c1¥1 (z, Axe (Ar ~Ax) (64.5) 
t “1 
和 
1 Thole iN An 
ho A1) = tyes Are, (646) 
17 “1 


这 两 式 是 包含 待 求 的 量 四 (z, 入 1) 和 如 (>,》) 的 线 代 数 方程 组 . 由 
克 莱 姆 法 则 容易 得 到 


一 ~ 1 x 
palz, 和 Al) = Ae (64.7) 
和 
1 i A ih 2 
(mA) = FI 5 Gye“ Ar ete, (64.8) 
—~ AY 
式 中 
1 i 1—Ay T 
人 A 二 1+ oe 2(A1 —A1) . (64.9) 
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在 (19.10) 中 引入 了 记号 
2_ Cl nat 
fi = iy > . 
代 回 到 (19.1) 和 (19.2), 得 


~~ iise, Ar An if) 5 
z, À =e iA 十 1 1 1 一 人 入 他 
Palms A) = ON + STS Ae 


— A 一 Ai f ere 
A= A, 1+ | 万 1 


对 (64.11) RE RH, 4 


y (z, A) 


A, 一 信 4, 
1 1 fal ett 


xz, X = ert 十 M 
valz, à) A— A 14+) Alt 


利用 关系 (14.21), 得 


Ay —A 4 . 
i 1 fal eT tAr 


1 (x, A) = e7? + 


入 一 Al 14+ |f,|4 
和 
7 _ _ (Ai M1) fi —iAz 
palz, à) = 入 一 入 1 十 | 及 | 生 
由 于 此 时 
入 一 Xi 
a( ) = 入 一 和 


注意 (17.10) 和 (17.21), 可 见 (64.10) 也 就 是 
f? — 一 四 612417, 


引入 记号 


f? = one 
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(64.10) 


(64.11) 


(64.12) 


(64.13) 


(64.14) 


(64.15) 


(64.16) 


(64.17) 


(64.19) 


在 不 含 修正 项 时 


pı = 2px + 4( u? — v?)t + dno, (64.20) 
Z= 2v1(x — zı + Ayyt), (64.21) 
这 里 用 Z 代 埠 了 (19.29) 中 的 91. 代入， 得 1 孤子 解 为 
u(x) = 2v sech Ze *”, (64.22) 
而 约 斯 特 解 等 就 写作 
ert i 
= i eooo -i 
pils, A) i PEEN vsech Z e`’, (64.23) 
etre 
palz, À) = Yrru À — u +ivthZ), (64.24) 
a ete 
bi(z, A) = re —p—ivthZ), (64.25) 
` etx . 
=-2 ad 
palz, À) i PEREN vsech Z e’?, (64.26) 
eT tAr 
A) = —— (A -p-i 
$1(z, A) Jona —ivthZ), (64.27) 
i 和 x . 
= 一 和 一 一 一 一 一 一 up 
palz, à) iv PEEN vsech Z e’, (64.28) 
. GAL 
dilz, A) =—i < — v sech Ze7'*, (64.29) 
A-—p-w 
_ eit 
a(z, A) = pA —p+ivthZ). (64.30) 


在 不 含 修正 项 时 ， 已 经 知道 2 和 yi 的 表示 式 (64.20) 和 (64.21), 
这 时 
一 = ettet eien, (64.31) 
但 是 ， 当 存在 修正 项 时 ， 散射 数据 对 时 间 的 演化 应 由 前 几 节 
的 公式 来 计算 ,这 时 ， Al 将 依赖 于 时 间 t. 为 一 级 ，bi(t) 除了 
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原来 的 对 时 间 + 上 的 依赖 之 外 , 还 有 一 个 = 一 级 的 修正 . 这 时 所 得 
的 解 u(x,t) 通常 以 ve(z, 来 表示 , 称 为 含 修正 项 的 NLS 方程 的 
绝热 近似 解 .我们 注意 ， u(x,t) 的 函数 形式 如 同 不 含 修正 项 的 
NLS 方程 的 单 孤 子 解 那样 , 但 是 其 中 所 含 的 参数 却 按 含 修正 项 的 
NLS 方程 的 散射 数据 随时 间 的 演化 来 决定 . 因此 ， 它 对 修正 项 的 
影响 并 未 全 面 考虑 进来 ， 只 包含 效应 的 一 部 分 ， 所以， uthr, t) 
既 不 是 不 含 修正 项 的 NLS 方程 的 解 ， 也 不 是 含 修正 项 的 方程 的 
e 一 级 近似 解 . 它 是 含 修正 项 的 NLS 方程 的 < 一 级 近似 解 的 一 
部 分 ， 同 理 ， 这 样 得 到 的 约 斯 特 解 V(r,t, à) 以 yltaa) RR 
T 但 为 简化 记号 ， 以 下 只 在 必要 时 才 加 上 上 上 标 a. 


8 65 详 参 数 的 缓慢 变化 


为 了 便于 计算 对 有 关 的 公式 先 形式 上 作 一 些 改变 . 在 不 引 
起 误解 时 ， 咯 去 下 标 1. 引入 


Z = 2u(x — £), (65.1) 

而 将 p1 写作 
p= = Z +6. (65.2) 

这 时 b(t) 为 
by = Ane 847) ee. (65.3) 

ZE, CM 6 当 不 存在 修正 项 时 ， 也 就 是 在 准 至 Ole) 时 ， 有 
= —4y, 5 6 = —4(p? + v2). (65.4) 
我 们 又 有 

vi (2,1) = -Zet sech Ze, (65.5) 
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Wz (2, à) = See sech Z e2 
ai(z, A1) = seh sech Z eZ, 
J, x l Lizz i 
palz, à) = 3E 1* sech Z e”, 
ilz, à) = sé sech Ze 7, 
1. , 
g2(z,A1) = -3e vsech Ze”, 
4 及 l iz —iy 
di(a@,A1) = 7e ysechZe ™, 
~ 1 .- 
ga(z,A1) = se sech Z e72. 
为 以 下 的 应 用 ， 还 需要 


tile, AN) = (« + x) pi(z, da), 


2v 
alz, 41) =i (- + =) polz, 1) — i— e™®, 
b,(x, a) = —i € + >) d(x, \1) + ise, 
falz, Ja) = -i (2+ 5.) dale ha), 
hilz) = —i (2-5) dale) ioe, 
a(z, 1) = 一 (= 一 >) $2(z, A1), 


由 (65.5) 等 ， 得 
by = -eZ et Mte), (65.21) 


它 显然 与 (65.3) 一 致 . 4 N= 二 1 时 ，&( 和 1) = (Ay — A1)71, (61.18) 
化 为 


Mt = —i2ve J. TOG A1)G2(x, A1) 


+ ala Wi (z, 1) $1 (2, di} dz. (65.22) 


以 (65.5) SRA, TER 2vdz = dZ, 得 


Ait = ; f. sech? Z{q et tie 十 fei | dZ. (65.23) 
以 实 部 和 虚 部 表 出 ， 
AH = -se J. sech Z th Z Im (qe*®) dZ (65.24) 
和 
Lt = ze f i sech Z Re (qe) dZ. (65.25) 


现在 来 看 b(t) 随时 间 的 演化 与 修正 项 的 关系 .在 N = 1 时 ， 
(62.22) 为 


b(t) 一 14275; (t) = -izve f { [B11) 一 bi (Wi(Ai)] pià) 
+ [G2(A1) — b1 (t) )] #2 Na} dz. (65.26) 
现在 先 看 右 端 ， 由 (65.5) 等 ， 可 以 得 到 


$1 (x, A1) ~ by (tyr (2, A1) = —i2rġ (T, Ai) 一 ie 
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; 1 
= —ie ^T fa sech Ze“? + =| . (65.27) 
v 


同 理 ， 得 


(z, Ai) 一 bi (tjale, A1) = —ib (t) EZ `) 一 = gma) 


. 1 
= —ib;(t)e™* {2 sech Z e 一 T . (65.28) 


代入 (65.26) 的 右 端 ， 除 去 因子 b(t), 作 变 换 dZ = 2v dz 后 ， 得 


= | asech? Z {ge ”7 + geet 2} dZ 


+ =f sech Z 元 {qe~*¥ 一 ge’? } dZ. 
也 就 是 
ef asech Z Re (ge*”) dZ 
+ ief zsech Z th Z Im (qe*®) dZ 
一 i= J. sech Z Im (ge'”?) dZ. 
现在 来 看 (65.26) 的 左 端 ， 由 (65.3), 得 
bit) = bi (t){ 一 12(Ar Et + Aé) + ib, }. 
代入 (65.26) 的 左 端 ， 除 去 因子 b(t) 后 ， 得 
—i2(A1E, + Art) 十 15 — 4493. 


它 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 


2v€ 十 2 + Suv 


(65.29) 


(65.30) 


— 2p, — 2urE + t — 4(u? — v’). (65.34) 
MF, (65.33) 5 (65.30) 的 第 一 个 积分 相等 ， 


Oo 
& 一 一 44 一 二 十 £ J x sech Z Re (ge?) dZ. (65.35) 
A 7 


计 及 (65.25), 并 将 z = Z/(Qv) +E RA, TER (65.1), 此 等 式 两 端 
正比 于 € 的 项 相 消 ， 最 后 得 
Ei = —4u + rag T Z sech Z Re (qe*®) dZ. (65.36) 
(65.34) 与 (65.30) 的 第 二 积分 和 第 三 积分 (除去 虚数 因子 i) 
相等 .然后 计 及 (65.24), 并 将 z = 2/(2p) +E 代入 ， 注 意 (65.1), 
此 等 式 两 端正 比 于 é 的 项 相 消 ， 最 后 得 


r = Qn, + 4(p2 — v?) 
一 = J j (1— Zth Z)sech Z Im (gei?) dZ. (65.37) 
RE, RE 1- 孤子 的 情况 下 ， 得 到 了 确定 谱 参 数 的 缓慢 变化 的 


全 部 公式 ， 即 确定 jw 和 vi 的 公式 (65.24) 和 (65.25), 确定 总 和 
6, 的 公式 (65.36) 和 (65.37). 


8 66 绝热 解 的 修正 


前 面 说 到 ，w*(z,t) 既 不 是 不 含 修正 项 的 NLS 方程 的 解 ， 也 
不 是 含 修正 项 的 方程 的 < 一 级 近似 解 . 它 是 含 修正 项 的 NLS X 
程 的 < 一 级 近似 解 的 一 部 分 ， 我 们 现在 来 看 另 一 部 分 ， 

SN=1K, PRA - 沙巴 特 反 散射 方程 (17.14) 简化 为 


hilz, Aje =1 +i cipi(z, Aye? + Jile, à) (66.1) 


1 
入 二 和 
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~ . .1 ， 
pals, Ne™” = 1 二 和 ci H(z, Aye? + J2(z, x), (66.2) 


A 
这 里 
0D 7 eins r _ 
下 列 方程 
ra iAx . 1 a it 
pi (x, Aje* = l+ty x cyt (x, Aye’? (66.4) 
ZAL 
和 
Jale Aet = i S ——— 1 2 (a, M e™* (66.5) 


称 为 方程 (66.1) 和 (66.2) 的 绝热 近似 方程 , 如 果 这 里 的 和 和 ci 
对 时 间 的 相依 关系 ， 按 含 修正 项 的 NLS 方程 的 散射 数据 对 时 间 
的 相依 关系 来 决定 ， 这 就 是 前 面 讨 论 过 的 (64.1) 和 (64.2). 由 此 
定 出 的 i 
u(x,t) = 20, ¥2(2, Ajet” (66.6) 
称 为 “ 含 修正 项 的 NLS 方程 的 绝热 近似 解 ”. 
MEKE, EE e 一 阶 时 对 (66.1) 和 (66.2) 的 求解 . 引入 


w(x, A) = Y° (x, à) + yle, A), (66.7) 
从 (66.1) 和 (66.2) 及 (66.4) Al (66.5), 可 得 


Sab, (x, Ajet = iz > cl6Wi(z, A, Je’ + J2(zx, d) (66.8) 
— A 


sjala, Ae? = isabel, ie + J(e, A), (66.9) 
=Z AY 
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AP Jele, A) 是 < 级 的 量 ， 即 将 (66.3) 的 Jele, à) 中 的 yz 和) 
FRAG (x, A’). 
于 是 ， 含 修正 项 的 NLS 方程 的 准 至 e 级 的 解 可 以 写作 
u(z,t) = u°(az,t) + éu(z,t), (66.10) 
这 里 u(x,t) A (66.6), 而 
du(z, t) = 221 6y2(z, Mje 


+o / r(A) pe (zr Ve? an, (66.11) 
TJ oo 


在 (66.8) 和 (66.9) F, 原来 是 无 反射 的 ,， MER r(A) 是 由 修 
项 引起 的 ， 所 以 已 是 s 级 的 量 . Jel, A) 中 的 yel, a) 直接 
就 是 不 含 修正 项 的 NLS 方程 的 无 反射 时 的 约 斯 特 解 ple A), 是 
已 知 的 . r(A) 又 从 前 面 由 修正 项 决定 散射 数据 的 时 间 相 依 的 关 
系 定 出 ， 也 是 已 知 的 . (66.8) 和 (66.9) 中 待定 的 是 Shile, A) 和 
Sala, A). 它们 可 以 由 解 线 代数 方程 而 得 出 . 
由 (66.8) 和 (66.9), 得 


一 -一 ,x 1 - - 
yaz, Aje = i x ci6wi (a, AM)e + Je(z, À) (66.12) 
Z Ai 


入 
和 


€6vo(z, Me i? + J2(x,A). (66.13) 


6w1(7, Me™ ?= iz = 
MA=Ai ERARA p(z, A) 和 ôv (ae, Ax) 的 联 立 方 
程 ， 容 易 得 到 


6we(a,A1) = A ape (z, 1) + 一 — M “Tele, ihe iA (66.14) 
注意 (66.3), 
1 © T 入 , id’ x 
J2(a,A1) = af. y i y(r, Je ® dr, (66.15) 
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Teeny = tf 20) Gene Na 66.16) 
2\%, A1) = 2n DDii "Ye , ( - 


(66.14) RL 27er ANH 5u(z,t) 的 表示 式 (66.11) HHA 1 
项 . 
由 于 
1 5 1 “yr , 
Bee S * = 2b; (x, 2’), (66.17) 


720020 i) ye 一 palT, A”) _ emira (66.18) 
(66.11) 即 可 化 成 
u(x, t) = = J "(Nee NYP dX + = j r(A) ye(r, NY dr. 
(66.20) 
. 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 准 至 。 一 级 的 有 关公 式 . 我 们 注意 ， 这 是 通 
过 两 步 实 现 的 ， 第 一 步 是 得 到 绝热 解 ， 它 将 修正 项 的 效应 的 一 部 


分 已 包括 在 内 ， 而 另 一 部 分 则 包括 在 bulz, t) 之 中 .以 下 我 们 来 
计算 它们 . 


8 67 英子 形状 的 改变 
现在 来 讨论 (66.16) 中 的 bula, t) 在 初 条 件 


5u(z,0) = 0 (67.1) 


下 的 结果 . 以 (64.23) 和 (64.24) RA, B 


2 ,—i2y 认 和 Ar 
$u(z,t) = 5 | Ona dd 


oa hZ (A— w+ iv)? 
。 2 
1 TEO (Aste) e72 dA, (67.2) 
T A~ piv 


前 面 我 们 讲 过 ， 由 于 原来 无 反射 ， 现 在 的 r(A) 是 由 修正 项 
而 引起 的 ， 所 以 先 讨 论 连 续 谱 参 数 A 时 的 a(A) 和 b(A) 对 时 间 
的 依赖 关系 ， (60.16) 和 (60.17), 
aA =e f {peee 


+ dele, A)q(x)bo(z, )} dr (67.3) 


b(A) — i4?6(A) = € f © [hæ aaaea) 


十 加 (z, A)q(x)do(z, »)} dx. (67.4) 


既然 积分 号 前 均 有 小 量 c 被 积 函数 中 所 含 各 量 都 可 取 0 级 近 
似 ， 即 pile, A) 等 可 以 换 成 (65.6) 等 ， 这 样 得 到 


_ iE 1 f° fà- u- ivthZ_ iç 
alt, A) = aoe | chZ 1 
A-~pt+wthZ ip 

i7 qe \ az. (67.5) 

ADAH, PARR SAMEARK RE. Po 

加 iE ~ A-ptwthZ iy 
a,(t, A) = ni J. nZ ge’? dZ. (67.6) 
注意 
入 一 
一 2AZ + y= -全 — 2AE + 6, (67.7) 
得 
e e~ i2A£+ið 


b(t, 4) — 14A b(t, A) = —i y ACH v, {t}), 


(à= u}? +? 2 
(67.8) 
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ix 


A(A, u, v, {t}) — J etl HAZY 


. fa — p — ivth Z} ge? — v’sech? Z qe"? baz, (67.9) 


这 里 ， AA mv {t}) 中 添上 { 并 不 是 说 4 显 含 t 而 是 强调 它 
的 宗 量 取 t 时 的 表示 式 . 

我 们 注意 当 s 一 0 时 ， 以 上 的 解 退化 为 不 含 修正 项 的 NLS 
方程 的 单 孤 子 解 ， 这 表示 是 无 反射 的 情况 ， 因 此 


b(t, \) > 0. 当 e 一 0 时 (67.10) 
另外 ， 连 续 谱 的 入 是 独立 于 上 的 . 将 (67.8) 简写 作 
bis(t, A) = 14A7B(t, A) — ie f(t, A), (67.11) 
AH f(t, A) 就 代表 (67.8) 右 端 相 应 的 表示 式 . 设 
b(t, A) = ee" to(t, A), (67.12) 
代入 (67.10), 得 
gilt, à) = —i f(t, Aei, (67.13) 
所 以 得 到 
g(t, A) = af F, NeT dr. (67.14) 


这 里 取 了 初始 条 件 g(0, 入 ) = 0, 因为 6u(z,0) = 0. 
由 于 (67.12) 的 右 端 已 有 一 个 因子 e, 所 以 (67.14) 中 的 被 积 
函数 可 取 e ONE. 这 时 和 vw ABR, 
E= —4ut', 6=-4(p + v7)t' + gio. (67.15) 
mH, 4 
— je i4? t A(A, HV, {t je PAS Hib iaat 
atA) = ice | 2v{(\ — p)? + v3} 


dt’. (67.16) 
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即使 如 此 ， 上 式 中 的 被 积 函 数 仍 依赖 于 t, 显然 ， 即 使 g 取 十 分 
简单 的 形式 ，(5.16) 也 难以 求 出 显 式 解 . 通常 是 在 t 的 一 个 小 范 
围 内 ， 由 (5.16) RH b(t) 的 近似 表示 式 ， 由 (67.15), 有 


—i2\E +ib — i4Xt = id{(A— uY + v2 + ivy (67.17) 


作 分 部 积分 ， 得 


b(t, A) einatt A(X, p, vY, {t} en t2AE tiS miaa # tt 
= E—— HY, bhe COT OA 
’ 4{{ — ps)? + v?} Qv{(rA — u)? + v2} <0 
t 
re @ : (67.18) 
tp 


这 里 tp 表征 微 扰 处 理 的 有 效 时 间 ， t < tp. 关于 tp 的 量 怎样 估 
计 ， 是 一 个 比较 复杂 的 问题 . 一 般 认 ， 为 可 以 用 (65.25) 表 出 的 
v/v REX, Bp 


toh = ef. sech Z Re (qe’*) dZ}. (67.19) 
这 里 我 们 简单 理解 为 某 一 小 量 就 可 以 了 . Z, bt, A) 由 上 式 中 
取 上 、 下 限 的 两 项 组 成 ， 此 两 项 分 别 是 


A(A, BV, {t})eis Mt i ty" t+ iro 


8v{(A — u)? + v2}? (67.20) 


A(A, u,v, {t = O})et4’t +10 

这 样 ， 得 到 了 b(t, A). BREA ofA) 就 得 到 r(t,r). 因为 Ot, A) 
已 是 < 一 级 小 量 ， 所 以 aA) 取 

人 一 下 一 也 

一 ti 


alà) (67.22) 
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(67.20) BELL (67.22) 后 代入 (67.2), 所 得 的 Sulz, t) 的 这 一 部 分 
WA fule, t)', 


tip _ E pre tHaly A(A, “HY, {t}) iAZ/v 
du(z,t) e? = 一 本 chez | aoa dX 
E ipZ/v A(A, p, v, {t})(A — u — iv th Z)? —tAZf/v 
+e" f a aR ead. (67.23) 

将 (67.21) BRIA (67.22) 后 代入 (67.2), 所 得 的 6u(z,t) 的 这 一 部 分 
WA ulz, t)”, 

EREU f Aant) 

8x ch v{(A— u)? +v} 


u(x, t'e = 


; oe i2Nt+iN(Z+2v€)/v 7) 


_ © (uz /v+6) J A(A, p, v, {t = O})(A — p - iv th Z}? 
v{(À — a}? + v?}5 


T 
. ei2d7t-id(Z42v6)/v J). (67.24) 


可 见 (67.23) 的 右 端 对 z 和 t 的 依赖 是 通过 2Z 的 ， 这 就 是 通常 
所 说 的 对 t 的 依赖 是 绝热 的 . 可 以 用 留 数 计算 证 明 ， 当 |2| + ce 
时 ， (67.23) @F 0. 另 一 方面 ，(67.24) 是 一 个 振荡 函数 ,其 计算 
通常 采用 稳定 相近 似 . 这 里 无 法 详细 讨论 。 有 关 的 主要 结果 是 ， 
随 着 t 增 大 ，6w(z,t) 由 (67.23) 所 给 出 的 Sulz, tY 来 近似 表达 . 


8 68 HEX 


作为 例子 ， 研 究 1- 孤子 的 阻尼 效应 . 考虑 含 阻 尼 的 NLS H 
程 : 
it + üzs + Qlul?u = —iT u, (68.1) 
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这 里 卫 为 一 正常 数 ， 所 以 ， 
egļu] = -Pu 
对 于 1- 孤子 解 ， 有 
eqet? = —T 2v sech Z. 
由 于 它 的 虚 部 为 0, 由 (65.23), = 0, 因此 得 
u = Uo. 


将 (68.2) 代入 (65.24), 得 


vt = -rv f sech? Z dZ = -2r v. 


因此 得 


V = Vo et. 


(68.2) 


(68.3) 


(68.4) 


(68.5) 


(68.6) 


将 (68.3) 代入 (65.36), 注意 积分 中 的 被 积 函 数 是 2 AY Ay a 


数 ， 因 而 积分 为 0. 
bt = —4yo, 


Bp 
E = —4Hot + £o- 


由 于 (68.3) 的 虚 部 为 0,(65.37) 的 积分 为 0, 得 到 


6, = —4u2 — 4vee™ tlt, 


积分 后 ， 得 
2 
6 = —4yat — A (1 — e74 t) + do. 


化 为 
§ = —4( ua + vg )t + bo, 
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(68.7) 


(68.8) 


(68.9) 


(68.10) 


(68.10) 


(68.11) 


而 (65.25) 化 为 

v = vo. (68.31) 
我 们 看 到 ， 在 这 样 的 极限 下 ， 一 切 回 到 不 含 修 正 项 的 NLS 方程 
的 1- 孤子 解 . 


8 69 FBEAR KdV FE 


会 修正 项 的 KdV 方程 是 
u, 一 Uts + Ure = Eq[ul, (69.1) 


AP gju] Au fiz, < 为 一 个 小 的 实 参 数 . 当 < 趋 于 0 时 ， 
方程 过 渡 到 通常 的 KdV 方程 . 现在 考虑 在 边 值 仍 为 0 的 条 件 


u(x,t) +0 当 |2| 一 co 时 (69.2) 


下 建立 以 为 小 参数 的 微 扰 方法 . 显然 应 当 要 求 ， 微 扰 方 法 给 出 
的 解 ， 当 < 一 0 时 ， 过 渡 到 KdV 方程 的 解 ， 

和 前 面 讨论 含 修正 项 的 NLS 方程 时 一 样 ， 保 留 了 第 一 个 拉 
克 斯 方程 ,而 放弃 第 二 个 ， 那 么 约 斯 特 解 的 引入 ， 它们 的 解析 性 
和 渐 近 行为 都 与 前 面 不 含 修 正 项 的 KdV 方程 时 一 样 ， 反 散射 方 
程 也 保留 原来 同样 的 形式 . 但是， 散射 数据 


S(t) = {r(t, k), en(t), kn} (69.3) 


随时 间 的 演化 ， 需 要 另行 设法 求 出 ， 只 有 确定 了 它 ， 反 散射 方程 
定 出 的 含 修正 项 的 方程 的 解 才 可 以 表 为 二 的 确定 函数 ， 这 时 ， 散 
射 数 据 的 结果 与 不 含 修正 项 时 的 结果 的 差别 只 是 e 阶 的 小 量 . 
从 以 上 的 分 析 可 见 , 我 们 面 对 的 问题 首先 是 怎样 才能 决定 散射 数 
据 随时 间 的 演化 , 且 所 定 出 的 这 种 与 时 间 的 关系 使 得 反 散 射 方程 
定 出 的 u(z,t) 满足 含 修正 项 的 KdV 方程 . 
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既然 放弃 了 第 二 个 拉克 斯 方程 ， 那 么 
$(z,t,k) = {0 — MY}h(t, k) (x,t, k) (69.4) 
就 不 再 为 0, KEL, M 和 klt k) 等 都 取 第 1 章 的 表示 式 : 


3? 
L= -33 + ulz, t), (69.5) 
M = 4 + 6u(z,t) 2- + 3u,(z, t), (69.6) 
ðx? Ox 
h(t, k) = e7 #4", (69.7) 


i RUA {L —k?} 作用 于 (69.4), 用 与 处 理 含 修 正 项 的 NLS 方 
程 时 同样 的 手续 ， 就 得 到 


{i —k*}(a,t, k) = G(z,t, k)A(t, k) O(c, t, k), (69.8) 
| G(a, t, k) = —egļu] + (k2)s. (69.9) 


由 8(z,t,k) 的 边界 条 件 、 它 的 用 Yle, t, k) M plet k) 的 展 
FAM h(t,k) 的 表示 式 ， 容 易 得 到 ， 


$(z,t, k) => 0, _ 4 2 4 —oo 时 (69.10) 


d(x, t, k) > h(t, k)ar(t, kje- 
h(t 8) Bet) ee 当时 (69.11) 


另 一 方面 ， (69.8) 是 一 个 非 齐 次 方程 ， 它 的 解 一 般 可 以 表 为 
相应 的 齐 次 方程 的 两 个 解 的 组 合 ， 我们 写 下 


(x,t, k) = olz,t, kjp(z,t, k) + B(z,t, kG(z, t, k). (69.12) 
由 于 这 时 是 二 阶 方程 ， 按 拉 格 斋 日 乘 子 方法 ， 引 入 附加 条 件 
a, (x,t, k)y (x,t, k) + belz, t, k)b(z, t, k) = 0, (69.13) 
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则 
 b2(2,t,k) = a(x, t, k)v2(2,t, k) + B(x, t,k)be(a,t,k). (69.14) 
将 (69.12) 代入 (69.8), 得 
~az(2,t, k)be(x,t,k) — Balz, t, k) be (2, t, k) 
= G(x, t, k)A(t, k) (a, t, k). (69.15) 
以 Bs(z,t,k) Æ (69.13) 加 上 以 d(x, t,k) Æ (69.15), 注意 (1.31) 得 
-i 


以 palz, t, k) FE (69.13) 加 上 以 w(z,t,k) Æ (69.15), 注意 (1.31), 得 


k)&s = h(t, k)G(z, t, kjole, t, k)?. (69.16) 


ralk) = h(t, k)G(a, t, k)b(2, t, k)b(2, t, k). (69.17) 


将 上 两 式 对 z 从 -oo 到 z 积分 ， 注 意 在 -co 处 的 为 0 的 边界 条 
件 ， 得 ` 


— h(t, k) ° 2 
a(x, t, k) ~~ i2ka(t, k) I. Gly, tk) oly, t, k) dy, (69.18) 
pte, tk) = -26E Gy,2, eb (y,t,WW(2,t, Klay. (69.19) 


- i2ka(t,k) Ja 
将 此 两 式 代入 (69.12), 得 到 O(a, t,k) 的 表示 式 . 再 取 极 限 z - 00, 
得 


$lo0, t,k) > a(o0,t, kjeiks 


+ PB(00,t,k) {a(t, k)e™*? + b(t, k)eik®}. (69.20) 
与 (69.11) 比较 ， 得 
h(t, k)a;(t, k) = Bloo, t, k)a(t, k), (69.21) 


A(t, k) {by (t, k)—i8k b(t, k)} = a(oo, t, k) + B(00, t, k)b(t, k). (69.22) 
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以 (69.18) 和 (69.19) RA, 4 


a(t, k) = —i(2k)~! T G(x, t, kyġ(z,t,kjp(z,t,k)dæ, (69.23) 


bi(t, k) — i8k3b(t, k) = i{2ka(t, k)} m? 
| / ” (a, t, kjóla, t, b){b(a,t, k)—b(t, ky (zt k)} dz.(69.24) 


这 两 式 就 是 含 修正 项 的 KdV 方程 的 以 反 散 射 方法 为 基础 的 微 扰 
方法 的 基本 方程 ,我 们 看 到 ， 当 < 一 0 时， 有 GI(z,t,k) 70 这 样 
当 不 存在 微 扰 项 时 的 结果 . 

对 于 散射 态 解 ， 即 对 于 上 的 连续 谱 的 情况 ， 入 射 波 和 散射 波 
有 同样 的 波 数 ， 这 时 ， 大 不 依赖 于 也 Bk, = 0. 这 与 量子 力学 中 
的 情况 一 样 ， 因此， 这 时 有 


G(z,t,k) = eq(z, t). (69.25) 
由 r(t, k) = b(t, k)/a(t, k), 得 
B bi(t, k) a(t, k) 
rr(t,k) = a(t, k) — b(t, a(t, By?” (69.26) 


以 (69.23) 和 (69.24) RA, B 
ri(t, k) — i8k*r(t, k) = TS f q(x, t)ọ(z,t, kÝ dx. (69.27) 


当 < 一 0 时 ， 又 给 出 KdV 方程 相应 的 结果 . 
§ 70 ky # b(t) 随时 间 的 演化 


WRBA, WSA k 的 值 将 随时 间 发 生变 化 ， 但 由 于 是 
束缚 态 ， 所 以 应 当 有 
a(t, kn) = 0, | (70.1) 
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pla, t, kn) = bn (t)a(a, t, kn). (70.2) 
E J 对 任何 宇 仍 保持 束缚 态 ， 上 两 式 应 当成 立 ， 所 以 又 有 


atft kn) = 0. (70.3) 


我 们 看 到 ，(69.12) 中 的 函数 都 可 以 解析 延 拓 到 复 的 上 半 平 面 . 
所 以 ， 上 一 kn 时 的 极限 成 立 ， 以 上 式 代 入 ， 得 


J i G(x,t, kn) O(2, t, kn)? dz = 0. (70.4) 


由 于 (69.9), 有 
G(z,t, kn) = —eq[u] + (k2). (70.5) 


(70.4) 化 为 
(k2): / © plot ky)? de =€ / * g(a, t)(2,t, kn)? de. (70.6) 


这 式 表明 , 当 存 在 修正 项 时 , 谱 参 数 & 如 何 随时 间 演 化 . 4 e 一 0 
时 ， 显 然 有 knt = 0. 这 正 是 不 含 修正 项 的 KdV 方程 的 结果 . 这 
里 我 们 注意 ， 自 然 不 应 将 只 适用 于 连续 谱 的 结果 (69.25) 先行 代 
A. 用 与 前 面 处 理 NLS 方程 时 同样 的 手续 可 以 直接 证 明 (70.6). 

既然 $(x,t, kn) 和 y(x, t, kn) 随时 间 的 演化 是 完全 确定 的 ， 
所 以 它们 的 比例 b(t) 随时 间 的 演化 也 应 当 是 完全 确定 了 的 . 但 
是 由 于 (69.8) 是 一 个 非 齐 次 的 二 阶 方程 ， 在 求解 时 利用 了 拉 格 
BIA RFA (69.13), 这 里 显然 过 有 两 个 独立 解 才 行 . 可 是 ， 当 
k= k, 时 ， 只 有 一 个 独立 解 . 于 是 ， 一 种 简单 的 办 法 是 引入 KdV 
方程 的 解 的 紧 致 的 台 集 的 假设 ( 见 第 233 页 ). 使 这 时 的 b(k) 可 

以 解析 延 拓 到 复 k 的 上 半 平 面 的 某 一 区 域 ，k, 等 点 包括 在 内 ， 

并 有 

b(n) = bn. (70.7) 
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OFF, (69.24) 就 在 这 一 区 域 中 成 立 . Wk >k 的 极限 ， 注 意 在 
这 一 极限 下 ， 右 端的 分 母 和 分 子 均 趋 于 0. 由 洛 比 达 (G.F.A.De 
L’Hospital) 法 则 ， 有 


A(t, kn) 
P(x, t, kn) = 12k, a(t, seater | Gy,t, kn) ply, t, kn) 


. {9( Y, t, kn (z, t, kn) — a(x, t, kn) o(z, t, kn) }dy. (70.8) 
取 极 限 x 一 00, 得 
be{t, kn) — i8k3 b(t, kn) = i{ 2k, a(t, kn)} ~! / G(z,t, kn) 
- p(z, t, kn){ G(x, t, kn) — b(t, kn ) V(r, t, kn)}dr. (70.9) 


这 里 注意 会 btk) 之 项 无 贡献 ， 因 为 它 包 含 的 积分 由 于 (70.4) 
为 0. 上 式 也 就 是 


bn(t) ~ i8k2bn (t) = -i—— 


Ok Gl kn) 
fo AOE) = baba) }6(b)alal de. (70.10) 
显然 , 4c -; 0 时 ， 它 退化 到 不 含 修正 项 时 的 Kdv 方程 的 结果 . 


8 71 JERARABE 


当 不 存在 修正 项 时 ， Kdy 方程 有 无 穷 多 个 守恒 律 . 我 们 回 
忆 一 下 导出 它们 的 手续 . 按 反 散射 方法 ， 得 到 


ina(t, k) = $(00,t, k). (71.1) 
将 此 式 右 端 对 k 展开 ， 得 


(00, t, k) = (i2k)~* XT aby (71.2) 
j=0 
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式 中 
Jj =| 4; (x,t) de, (71.3) 


TERRA u(x,t) AE u(x,t), u(x,t) 和 它们 对 z 的 微 商 的 多 
项 式 . 

由 于 不 存在 修正 项 时 ，alt,k) 是 守恒 的 ， 因而 (71.2) 的 左 端 
BOLT t 这 样 ， 它 的 右 端 按 展开 的 无 穷 多 个 项 也 独立 于 t, B 


无 穷 多 个 守恒 律 . 
我 们 看 到 ， 
d 
g = 0. (71.4) 
LURA SER “Ga” AL “DA”, 分 别 以 ult) Mv; 表示 ， 使 得 
O,p;(z,t) + Ov; (a, t) = 0, (71.5) 


这 里 vj(x,t) 也 是 ule, t),ule,t) 和 它们 对 zx AAS Sh. $ 
如 ， 对 应 于 


Holz, t) = u(x, t)u(az,t), (71.6) 
利用 KdV 方程 ， 容 易 得 到 
volz, t) = i{us(z, thu(a, t) — u(z, tjus (z, t)}. (71.7) 


对 于 含 修正 项 的 KdV 方程 ， 由 于 保留 了 第 一 个 拉克 斯 方程 ， 因 
此 (7L.1)—(71.3) 仍 是 成 立 的 .但 这 时 a(t, k) 不 独立 于 t, ÅJ; 不 
再 为 0, 而 是 一 个 = 阶 的 量 . 它 表 示 修 正 项 的 存在 对 原来 的 守恒 
律 的 修正 ， 
可 以 用 不 同方 式 导 出 这 种 修正 的 表示 式 . 将 含 修 正 项 的 KdV 
方程 写作 
ut = S{u] + eg[ul, (71.8) 
这 里 
Slu] = ives + iju|? u. (71.9) 
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利用 泛 函 微 商 ， 得 

d c | 65, d ôl; d——. 

q = I. | aay gun + eae dz. (71.10) 
以 (71.8) RA, 8 | 


d o f EJ 5J; = 
g = J. Co + Sulz, t) Slu(z, | dz 


+e f i [ile + rn (71.11) 


u(x, t) 


右 端 第 一 个 积分 的 被 积 函 数 必 然 是 一 个 散 度 项 . 因为 ， 对 不 含 修 
正 项 的 KdV 方程 ,我 们 刚刚 得 到 这 一 结果 . Ye ZOM, Slu] 和 
Ju 还 是 不 显 含 e, 所 以 右 端 第 一 项 仍然 是 一 个 散 度 项 的 积分 ， 
因而 为 0. 于 是 我 们 得 到 


d ~ 人 57 O ny 
seine {Fp se (a2 


这 一 式 给 出 ， 当 = 天 0 时 ， SI; 如 何 随 。 TRL. ENBAE 
正 项 的 KdV 方程 的 近似 守恒 律 


8 72 KdV ŇA RÁN 


现在 来 看 单 孤 子 情况 .这 时 
ua = —2k2sech’2, Z = kK (z ~ £). (72.1) 


孤子 参数 x1 ME 对 时 间 的 相依 现在 由 修正 项 来 决定 . (70.6) 这 
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时 为 
be q(x, t)o(z, t, ix)? dz 


F olz, t, K1) 


由 第 1 g8, 得 到 这 时 的 约 斯 特 解 


7 O ike _2ki Fi ike 
vz, k) = e +e mith. 
和 一 
T 2kı Fy tha 
Wd Tk-m1+h 
式 中 
1 
F; = ra 
已 知 ki 和 ci AEM, LAURA 
F, — e724 
Z = Ky (x — 21 — 4xit). 
由 于 无 反射 ， 所 以 
一 ZK1 十 iki 
a(k) = 7 : + iki i(k) = 一 ik, 
ole, k) =a(k)b(x,k), Pz,k) = a(k) pz, k). 
因此 得 
_ „—ikr 2ky 1 — ikg 
d(x, k) =e a a eo , 
ri — ikr 2kı 1 iks 
p(z, k) =e tli 
它们 又 可 写作 


k— ikıth Z ew ike 
k— TKI 


W(x, k) = 


(72.2) 


一 一 -一 一 如 。 


„k) = 
vie ) k + iK] 
k 一 1K th Z ; 
k)= —tka 
d(z, k) 一 k + irıth Z ike 
k 一 Ki 


在 极点 iki 和 is Sh, HEM Z = let), A 


~ 1 ef 1 
— 二 二 KR —K1e 
w(x, —ik1) sche zeb Ze ， 
。 1 e? -k 1 -s 
p(z, iki) = z’ 17 一 7sech Z 16 
le`? 1 
+ 一 ofl 二 Kit 
(z, ik) ache’ 5 sechZ ents 
` -Z 
plz, —ik,) = sage = ;sechZ e™1e, 
所 以 
(x, iK1) 9 
b = — ~~ = mig 
l w(z, ix) “9 
b 一 O(a, —ik1) 一 enii, 
plz, —2k) 
注意 积分 


J sech? Zdz =thZ| =2 


和 dZ = Kidz, (72.2) 化 为 


E (e 
Kit = -E | q(x, t)sech? Z dZ. 


— 00 


此 式 决定 ki 由 修正 项 引起 的 变化 . 
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(72.13) 
(72.14) 


(72.15) 


(72.16) 


| (72.17) 


(72.18) 


(72.19) 


(72.20) 


(72.21) 


(72.22) 


(72.23) 


由 (72.3) 等 又 得 到 


wa, —ik;) = (-i8+ 5 +- EG —ik1)— enms, (72.24) 
1 


1 
一 HETE) ——e "7 72.25 
a) (x, ik1) + i € ? ( ) 


( : 
(a, iK1) = (~ 一 =) p(z, ik1) + ens, (72.26) 
toh] 
7 ) gz， —ik,) 一 mae (72.27) 


这 时 ， (70.10) 化 为 
Qn1d(t, iKi) 
f {Blinn) — b(A} Alkalde. (72-28) 

由 上 列 各 式 ， 得 
(ix) — bi (tjik) = —i2rp(z,ir1) + sae -he 

| = (~i sech Z — ish z) emit, (72.29) 
这 里 用 到 了 (72.20). 或 者 

dling) — bi(t)b(ina) = -i (om + sh 22: sech Ze, (72.30) 

注意 álir) = (i2«,)7}, (72.21) 的 右 端 为 


-5 | sech Z 区 十 jsh22 ) e218 dZ, (72.31) 


bie(t) = (QE + 2K 6) err. (72.32) 


于 是 得 到 了 (72.28) 左 端 . 注意 (72.23), 比较 此 两 端 ， 消 去 相同 因 
子 后 ， 得 


& = 4r? 一 ia | dlu] sech? Z (z + jsh22 dZ. (72.33) 
1 v 一 co 


现在 来 看 KdV 方程 的 阻尼 效应 含 阻 尼 项 的 KdV 方程 是 


Ut — buur + Uzsr = — Tu, (72.34) 


eq(u] = -F u. (72.35) 
对 于 1- 孤子 解 ， 有 
egļu} = 2T kr?sech? Z. (72.36) 
代入 (72.23), 注意 
f secht Z dZ = > (72.37) 
得 到 
Kit = me, (72.38) 
因而 
Kilt) = Kye 2 7/3, (72.39) 


AP ko 是 一 常数 ， 它 是 t=0 时 的 ri 的 值 . AW ki 正比 于 孤 
子 振幅 和 宽度 的 倒数 ， 而 上 式 说 明 r1(t) BA t 增 大 而 减 小 ， 所 以 
孤子 由 于 阻尼 而 展 宽 ， 最 后 衰减 到 0. 
代入 (72.33), 可 见 右 端 积分 中 的 被 积 函 数 是 2 的 奇 联 数 ， 
因而 积分 为 0. 于 是 得 
E = 4K1. (72.40) 
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将 (72.39) FLA, Ba, fa 
E(t) = ale — K°(t)] + £o. 


E = 4K ot + Eo, 


一 切 还 原 为 不 含 修正 项 时 的 结果 . 


8 73 ”KdV 方程 的 连续 谱 的 修正 


现在 来 看 连续 谱 的 修正 ， 由 (8.1), 有 


p(z, k) = {1 + R(z, k) + J(a, k)} e ike 


这 里 
R(z,k) = i7 - 后 Cl (a, ky) ek, 
oo t k! ik’ ， 
I(x, k) = af ree eRe ae 
解 为 


u(x) = 25 {R(2) + J(x)}, 


(72.41) 


(72.42) 


(73.1) 


(73.2) 


(73.3) 


(73.4) 


式 中 R(o) 和 J(z) 见 (5.15). BABIES KdV 方程 的 解 是 


u(x,t) = u (x,t) + du, 


并 引入 
P(A) = YF (A) + 6¥(A), 


其 中 y(r, k) 满足 


w(x,k) = fiti 


1 cayt (g, meth} etka 
— kı 


(73.5) 


(73.6) 


(73.7) 
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ut 与 U°(a,k) 的 关系 是 
u(x) = -2-4 {cy (os bie}. (73.8) 
XH e 和 由 含 修正 项 的 公式 决定 ， 于 是 ， 


Ep (rx, kje"? = i ci6y (x, kije! + J*(2,k), (73.9) 


1 
k— kı 
式 中 J*(z,k) 是 < 级 的 量 , 即将 (73.3) 中 的 7(z,k) 所 含 的 yle, k’) 
BRM f(z, k’) 代入 (73.4), 得 


u(r) = -2 {e18¥(2, kije" 十 J*(x)}. (73.10) 


Æ (73.9) 中 ， 由 于 原来 是 无 反射 的 ， 现 在 的 r(k) 是 由 于 修正 项 而 
引起 的 ， 所 以 已 是 = 一 级 的 量 . EJ (xk) 中 的 ylk) 直接 就 
是 不 含 修正 项 的 KdV 方程 的 相应 于 无 反射 时 的 约 斯 特 解 Vle, k), 
因而 是 已 知 的 . r(k) 又 从 前 面 由 修正 项 决定 散射 数据 的 时 间 相 
依 的 关系 定 出 ， 所 以 也 是 已 知 的 . (73.9) 中 待定 的 是 6V(z, k). 
可 以 由 解 线 代数 方程 而 得 出 . 

在 (73.9) 中 ， 设 k= -iri 注意 (4.6), plz in) 是 实 的 等 关 
系 ， 有 


Sp (vik)e™r = ~ 5 e160 (eini)e "” + J%(a,—in1). (73.11) 
1 
于 是 
c 一 1 
by(z,ix,) = fı + Seme) J ?(x, -ikje "7. (73.12) 
Ky 
由 (5.19), 得 
Ja(z) = 二 J r(k yle, kje? ak. (73.13) 
(ii — oo 
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Pein) g EAE Re ay qaa) 


i2n k! + iki 
于 是 ， 
cry (z, kije” + J*(x) = = J j r(k! Jp? (a, keit dk'. (73.15) 
代入 (73.10), 得 
u(x) = £ >f r(k'\? (a, k’) dk’ (73.16) 
dz (Qn Jæ 


以 (72.13) FRA, & 


= od fl fe 1 (e+ imithZ\" sone 
u(r) = cata ro 人 k Fik, x . (73.18) 


以 ZARE r, EA 6u(Z,t) 成 为 


d | 1 [9 ny (ktinthZ\? ona /ert6 
-> 二 一 一 LOOT ) elate h, 73.19 
slae k + iki } © ( 


下 面 我 们 似乎 可 以 像 867 中 对 含 修正 项 的 NLS 方程 那样 继 
续 讨 论 . 但 是 ， 由 于 在 Kdy 方程 的 反 散 射 方法 的 建立 中 我 们 着 
有 眼 于 求解 ， 对 某 些 反 散 射 方法 中 的 问题 没 能 仔细 推荐 ,而 在 这 里 
微 扰 处 理 中 ， 这 些 问 题 起 着 不 可 忽略 的 重要 作用 . 
在 一 维 其 定 调 方程 的 散射 问题 中 , 已 得 到 一 个 一 般 的 结论 ， 
(2.29), 即 
b(k) 


im wW 4 (73.20) 
将 (72.14) 代入 (69.27), 得 
re(t,k) 一 i8k*r(t, k) ~ oem? 


231 


| q(x, t)(k — ixyth 2)2e 2*7 dz. (73.21) 


即 
re(t,k) — iBk3r(t k) = 1 
, 2k(k 一 ik, )2K1 


oO 
. f q(a, t)(k — ixyth Z)*e7 "(4/1 +8) dZ. (73.22) 


当 eq = -Du 时 ， (73.22) 可 以 在 t+ << 1 条件 下 得 出 显 式 解 
r(t,k). 发 现 结果 并 不 满足 (73.20). 因此 关于 含 修正 项 的 KdV 方 
程 的 微 扰 理 论 在 连续 谱 部 分 存在 一 些 有 竺 解决 的 困难 . 卡尔 普 
曼 (V.LKarpman) 和 马 斯 洛 夫 (E.M.Maslov) 对 此 作 过 专门 的 讨 
论 ( 见 文献 [10]). 
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附录 A 关于 紧 致 台 集 的 假设 


为 什么 诺 伊 曼 展开 式 (3.3) 一 般 不 能 解析 地 延 拓 到 上 的 下 半 
FHR? AAM k RARR H Imk < 0 时 ， 我 们 一 般 得 不 到 
不 等 式 (3.4). 

但 车 x(z) 具有 紧 致 的 台 集 ， 则 约 斯 特 解 plz, k), ylz, k) 可 
以 解析 地 延 拓 到 到 复 有 的 下 半 平 面 的 适当 区 域 ， 所 谓 wz) 的 台 
R, MEE usc) 了 0 的 点 z 的 集合 。 紧 致 性 是 点 集 拓扑 中 的 概 
念 ， 但是， 如 果 所 论 的 点 集 是 度量 空间 ， 则 子 和 集 是 紧 致 的 等 价 于 
它 是 闭 的 和 有 界 的 . 因为 uc) 是 在 实数 轴 z 上 定义 的 ， 实 数 是 
度量 空间 ， 上 述 条 件 也 就 是 ulr) 40 点 集 是 闭 的 和 有 界 的 . 

设 在 有 界 闭 区 间 [-L, L4] 29, wz) = 0. 于 是 ， 当 上 为 复 
的 ， 且 Imk <0, 这 时 ， 代 替 (3.4) 为 


Ws 


f ei2k(z—y) —1 e2(im k)2L +1] 
co i2k 2|k| 


f * Ju(y)idy. (4-1) 


有 了 这 一 不 等 式 ， 就 可 以 对 约 斯 特 解 O(c, k) W yle, k) 向 复 大 的 
下 半 平 面 解析 延 拓 有 了 出 发 条 件 ， 当 然 ， 手 续 是 相当 复杂 的 . 而 
且 肯 定 不 能 延 拓 到 整个 下 半 平 面 . 辟 如 由 (8.14) 可 见 ， 在 无 反射 
H N = 1 RMBH yl k) 就 可 以 解析 延 拓 到 复 的 下 半 平 面 
除 k= ki 之 外 的 区 域 ， k= ky Æ yle, k) 的 极点 ， 所 以 ， 一 般 
采取 松动 的 说 法 ， 可 以 解析 地 延 拓 到 复 上 的 下 半 平 面 的 适当 区 
W E, $l, k) 和 dc, k) 可 以 解析 地 延 拓 到 复 上 的 上 半 平 面 
的 适当 区 域 . FÆ alk) 和 alk) 可 以 分 别 解 析 延 拓 到 复 上 的 下 和 
上 半 平 面 的 适当 区 域 ， 5(k) 和 6b(k) 可 以 解析 延 拓 到 复 k 的 上 和 
下 半 平 面 的 适当 区 域 ， 于 是 有 


bn = (kn), by = 6(Rn). (A.2) 
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同时 ， (2.9) 和 (2.23), 
(x, k) = a(k)d(x, k) + b(k)b(a, k) (A.3) 


和 

(a, k) = (KE) VT, k) + ålkjy(z, k) (A.4) 
也 不 再 限于 实数 k EY. 它们 在 上 和 下 半 平 面 的 适当 区 域 也 成 
立 ， 这 些 就 是 关于 uc) 具有 紧 致 台 集 假设 和 一 些 今后 要 用 到 的 
结果 . 
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# 后 ic 


“ 非 线 性 科学 从 书 ” 的 主编 郝 柏 林 教 授 在 薄 富 怡 教授 的 建议 
F, 邀请 我 写 一 本 (( 孤子 理论 和 微 扰 方法 )) HB. 我 年 青 时 是 在 
胡 宁 教授 指导 下 学 高 能 物理 理论 的 . 后 来 ， 由 于 条 件 的 变化 难以 
做 下 去 . 近年 来 转 到 非 线性 科学 领域 ， 则 是 蒲 富 恪 教授 建议 的 . 
非 线 性 科学 的 三 个 基本 分 支 : 混沌 ,分 形 和 孤子 ， 其 飞速 发 展 并 
真正 成 形 都 是 在 本 世纪 60 FAR 70 FAR. 由 于 周知 的 原因 国内 
起 步 较 晚 ， 未 能 赶 上 非 线性 科学 飞速 发 展 的 大 好 时 光 . 那 现 在 能 
做 些 什 么 呢 ? 就 我 多 少 熟 悉 的 孤子 理论 来 说 , 一 是 它 的 主要 应 用 
方面 ， 如 光纤 孤子 传输 ， 等 离子 体 和 一 维 磁 性 的 非 线性 问题 等 . 
另 一 是 方法 的 进一步 发 展 如 处 理 1+2 或 1+3 维 的 非 线性 问题 
和 解决 1+1 维 长 期 未 能 解决 的 难题 等 . 这 也 就 是 谷 超 罕 教授 反 
复 强 调 的 ， 应 用 数学 就 是 要 得 到 有 重要 应 用 的 结果 ， 要 做 出 方法 
上 的 发 展 ， 解 决 过 去 未 能 解决 的 和 新 的 实际 问题 . 

这 本 书 怎样 写 呢 ? 我 想 ， 就 是 要 让 读者 读 了 之 后 ,确实 有 所 
收获 . 目前 ， 国际 和 国内 都 有 一 些 有 关 的 书 ， 从 各 方面 都 可 看 到 
一 些 介绍 和 评述 . 本 书 作 者 也 没有 是 够 的 能 力 和 相当 的 认识 来 这 
样 做 ， 因 此 只 好 不 说 甚么 . 

写 一 本 书 ， 由 于 作者 知识 的 局 限 ， 和 本 着 “不 知 者 不 道 ” 的 
原则 ， 不 可 能 把 这 一 领域 的 各 个 方面 ， 写 得 都 很 详尽 和 中 肯 . 但 
是 ， 应 当 客 观 地 分 析 各 个 方面 的 主 次 和 权重 ， 再 定 书 的 内 容 对 各 
个 部 分 的 取舍 和 所 占 的 篇 幅 . 

写 一 本 书 ， 切 不 可 带 有 偏见 . 排斥 一 些 人 的 重要 工作 ， 而 大 
量 引 述 另 一 些 人 的 并 不 重要 的 工作 . 不 可 以 把 自己 的 工作 放 在 
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一 个 不 适当 的 地 位 ， 当 然 更 不 可 以 把 他 人 的 工作 说 成 是 自己 的 
贡献 “不 窃 * 是 起 码 的 原则 ， 书 是 白 纸 黑 字 ， 写 过 了 头 ， 将 来 
总 是 无 法 交代 的 . 

写 一 本 书 , 要 真正 有 益 于 读者 , 并 不 是 一 件 容易 的 事 . 如 果 ， 
简单 地 照抄 别 的 书 ， 排 列 组 合 一 下 ， 那 读者 不 如 直接 读 原来 被 抄 
的 蔬 ， 有 的 书 ， 那 架势 十 分 吓人 ， 书 中 不 少 自我 诗 美 之 词 ， 可 是 
经 不 起 内 行人 看 . 写 一 本 书 ， 不 要 追求 “不 识 者 之 誉 ", 而 要 避免 
RELI 此 乃 千古 明 训 . 

世界 上 ， 轻而易举 的 工作 决 不 会 是 有 价值 的 工作 . 我 们 有 时 
会 发 现 前 人 的 工作 中 的 某 些 错误 , 但 是 要 把 错误 改正 过 来 做 出 正 
确 的 绪 果 ， 并 不 是 一 件 简单 的 事 . 即使 正确 的 结果 得 到 后 ， 也 很 
有 必要 养 清原 来 错误 产生 的 根源 ， 因 为 错误 不 是 无 乡 无 故 产生 
的 我 们 千 万 不 可 以 自 比 为 诸葛 亮 ,而 把 别人 都 当成 阿斗 . 没有 
严格 的 学 术 训练 和 深入 的 工作 磨 练 , 在 如 非 线性 科学 这 样 深刻 的 
学 科 中 ， 是 不 可 能 做 出 有 价值 的 工作 的 . 

人 贵 有 自 知之 明 ， 自 我 感觉 不 可 太 好 . 工作 要 经 得 起 长 时 间 
的 考验 ， 自 比 为 什么 “斯坦”, 什么 “斯 基 ", 什么 “斯 泰 ", 只 能 成 
为 笑柄 。 

WE, RAL, BEAMS Li TRO. 在 评定 
各 种 基金 和 各 种 奖励 时 ， 在 评定 教授 职称 和 评定 博士 导师 资格 
中 ， 也 出 现 了 名 为 内 行 实 为 外 行 的 无 端 吹 捧 . KdV 方程 的 反 散 
射 方 法 的 求解 ， 是 首次 将 非 线性 方程 的 求解 ， 与 线性 方程 的 求解 
的 反问 题 联系 了 起 来 . 怎么 能 把 如 此 周知 的 成 果 归 到 不 相干 的 人 
的 名 下 呢 ?9 NLS 方程 的 提出 和 在 非 线性 光学 等 方面 的 应 用 ， 至 
少 已 有 三 十 年 的 历史 , 此 方程 怎么 可 能 是 现今 还 很 年 青 的 人 提出 
的 呢 ? 利用 SG 方程 的 微 扰 理论 处 理 超 导 的 约瑟夫 逊 结 问题 的 成 
功 和 困难 都 是 明摆着 的 ， 不 可 能 轻而易举 做 出 什么 里 程 碑 似 的 
贡献 ， 作 为 超 短 脉冲 在 光纤 中 传输 的 基本 方程 的 NLS 方程 的 研 
究 是 现今 被 认为 很 有 应 用 前 景 的 光纤 孤子 通信 的 理论 基础 E 
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么 能 听信 并 不 研究 实际 问题 的 人 说 此 基本 方程 是 错误 的 而 应 采 
用 他 提出 的 什么 方程 呢 ? 电介质 和 磁 介质 在 超 短 脉冲 激光 作用 
下 有 完全 不 同 的 性 质 ， 怎 样 可 以 把 超 短 脉冲 激光 在 光纤 中 的 传 
输 的 理论 和 实验 类 比 地 搬 到 磁 介 质 中 来 呢 ? 

学 术 工 作 的 评价 是 学 术 领 域 的 事 ， 是 长 期 的 事 ， 其 价值 归根 
结 带 是 由 实践 来 检验 的 . 有 的 人 总 是 自 谓 为 们 乐 ， 可 相 马 无 术 ， 
结果 自然 成 为 某 些 不 学 无 术 、 退 名 逐 利 之 徒 构 附 的 对 象 ， 情 实 可 
AR. 

KP, 要 费 很 大 力气 写 出 来 才 有 必要 写 , 否则 就 不 必 写 . 
既然 如 此 , 写 这 本 书 , 当然 要 与 已 有 的 书 多 少 有 所 不 同 , 否则 又 何 
DEE. 但 是 ， 不 是 为 了 不 同 而 不 同 . 而 是 要 根据 学 科 的 发 展 ， 
把 一 些 有 价值 的 和 有 利于 读者 的 内 容 在 可 能 范围 内 包括 进来 本 
书 在 这 方面 做 了 一 些 努 力 . 结果 如 何 ， 上 自然 应 由 识 者 来 评价 .本 
书 编者 深 深 感 到 学 而 后 知 不 足 ， 尽 管 作 了 努力 ,错误 在 所 难免 . 
几 是 指出 本 书 的 错误 的 读者 ， 本 书 编者 将 向 他 赠 本 书 1 A- 

本 书写 作 过 程 中 得 到 谷 超 豪 教授 、 薄 富 怡 教授 的 多 方 指教 ， 
得 到 颜 家 壬 教授 、 文 志雄 教授 的 无 私 协 助 ， 这 里 表示 衷心 的 感 
W. 本 书 的 初稿 或 其 中 的 部 分 曾 先 后 在 南京 大 学 声学 所 、 南 开 大 
学 数学 所 、 上 海 交 通 大 学 物理 系 、 武 汉 大 学 中 法 数学 中 心 、 中 
山大 学 高 等 学 术 中 心 和 复旦 大 学 数学 所 等 处 讲授 过 . FE BRR BS 
RE, BERAR 、 化 建华 教授 、 文 志 英 教授 、 李 华 钟 教授 、 
周 义 昌 教 授 .周作 领教 授 和 周子 翔 博士 的 帮助 ， 并 从 听众 中 得 到 
不 少 改进 本 书 的 建议 ,这 里 表示 诚 丽 的 感谢 . 本 书 编者 的 研究 工 
作 得 到 国家 自然 科学 基金 ， 国 家 基础 研究 〈( 非 线性 科学 )) 基金 
和 理论 物理 专项 基金 的 资助 , 本 书 的 出 版 得 到 上 海 市 新 闻 出 版 局 
学 术 著 作出 版 基金 的 资助 ， 这 里 表示 深切 的 感谢 . 


黄 念 宁 
1996 年 9 月 18 日 
239 


